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FORMES NON TEMPE´RE´ES POUR U(3) ET CONJECTURES DE
BLOCH-KATO
JOE¨L BELLAI¨CHE ET GAE¨TAN CHENEVIER
Re´sume´ : Dans cet article, nous utilisons des familles p-adiques de formes
automorphes pour un groupe unitaire a` trois variables, passant par des
formes non tempe´re´es construites par Rogawski, pour montrer certains cas
des conjectures de Bloch et Kato.
Abstract : In this paper, we use p-adic families of automorphic forms for
an unitary group in three variables, containing some non-tempered forms
constructed by Rogawski, to prove some cases of the Bloch-Kato conjectures.
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1. Introduction
1.1. E´nonce´ du the´ore`me principal. Soit E/F une extension CM , (ρ, V ) une repre´-
sentation de Gal(E/E) sur une extension finie L deQp, continue, irre´ductible, et ge´ome´trique
(cf. [FP, page 650]). On note τ l’e´le´ment non trivial de Gal(E/F ) et ρ⊥ la repre´sentation
sur V ∗ donne´e par g 7→ tρ(τgτ)−1. On suppose que la repre´sentation ρ ve´rifie1
ρ⊥ = ρ(−1),(1)
ou` ρ(−1) est un twist a` la Tate de ρ.
Il est conjecture´ que la fonction L comple`te de ρ, note´e L(ρ, s), admet un prolongement
me´romorphe a` tout le plan complexe, holomorphe en ze´ro si ρ n’est pas le caracte`re
cyclotomique, ce que nous supposerons. Sous l’hypothe`se 1, cette fonction admet une
e´quation fonctionnelle de la forme
L(ρ, s) = ǫ(ρ, s)L(ρ,−s), avec ǫ(ρ, 0) = ±1,
1Notons par exemple que si ρF est une repre´sentation de Gal(F¯ /F ) ve´rifiant ρ
∗
F ≃ ρF (−1), sa
restriction ρ a` Gal(E/E) ve´rifie 1. C’est la cas par exemple d’un twist convenable des repre´sentation
attache´s aux formes modulaires
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En particulier, ǫ(ρ, 0) = −1 si et seulement si la fonction L(ρ, s) s’annule en 0 a` l’ordre
impair.
A` la suite de Janssen, Bloch-Kato, Fontaine-Perrin-Riou, notons H1f (Gal(E/E), ρ)
le sous groupe de H1(Gal(E/E), ρ) parame´trant les extensions U de la repre´sentation
triviale 1 par ρ
0→ V → U → 1→ 0
qui ont bonne re´duction en toute place, ce qui signifie que les suites
0→ V Iw → U Iw → 1→ 0
sont exactes pour toute place w de E ne divisant pas p, Iw de´signant un sous-groupe
d’inertie en w et que les suites
0→ Dcris,w(V )→ Dcris,w(U)→ 1→ 0
sont exactes pour toute place w divisant p. La conjecture de Bloch et Kato (cf. [FP,
3.4.5]) implique que
Conjecture 1.1. Si ǫ(ρ, 0) = −1, alors dimH1f (Gal(E/E), ρ) ≥ 1.
Cet article propose une nouvelle me´thode pour aborder cette conjecture, base´e sur des
congruences entre formes automorphes non tempe´re´es et tempe´re´es. Son but est d’en
de´montrer le cas particulier suivant :
The´ore`me 1.1. Supposons que E est un corps quadratique imaginaire. Soit χ un car-
acte`re de Hecke alge´brique sur E, qui ve´rifie
χ⊥ = χ(−1)
et dont le type a` l’infini est de la forme
z 7→ zaz¯1−a,
avec a ≥ 2. Soit p un nombre premier de´compose´ dans E et non ramifie´ pour χ, et
χp : Gal(E/E) → L∗ une re´alisation p-adique de χ sur un corps L. Alors, si ǫ(χ, 0) =
ǫ(χp, 0) = −1, on a
dimH1f (Gal(E/E), χp) ≥ 1.
Autrement dit, il existe une extension non triviale ayant bonne re´duction partout de la
forme
0→ χp → U → 1→ 0.(2)
Notons que ce the´ore`me peut se de´montrer facilement a` partir de la conjecture d’Iwa-
sawa pour les corps quadratiques imaginaires, prouve´e par Rubin ([Ru1]). Cependant,
notre me´thode est diffe´rente (Rubin utilise des syste`mes d’Euler et non des formes au-
tomorphes), susceptible de ge´ne´ralisations ulte´rieures (voir plus bas) et donne une in-
formation supple´mentaire : elle prouve que les re´ductions modulo mn, (m ide´al maximal
de OL, n entier arbitraire) de l’extension (2) dont le the´ore`me affirme l’existence appa-
raissent comme sous-quotient de la cohomologie e´tale de varie´te´s alge´briques sur E. Cet
e´nonce´ est pre´dit par la conjecture de Fontaine-Mazur et ne de´coule pas de la preuve de
Rubin.
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1.2. La me´thode.
1.2.1. Le the´ore`me 1.1 est une ge´ne´ralisation du the´ore`me principal de la the`se d’un
des auteurs (cf. [Bel1] the´ore`me VIII.1.7.2), ou` il est prouve´, sous les meˆmes hypothe`ses,
l’existence d’une extension non triviale ayant bonne re´duction partout sur OL/m de la
forme 0 → χ¯p → U → 1 → 0, et ce pour un ensemble de densite´ non nulle de p. La
me´thode utilise´e ici est similaire a` celle de cette the`se, a` une variante pre`s (l’emploi
de familles p-adiques combine´es avec un re´sultat de Kisin, au lieu d’augmentation du
niveau) dont l’ide´e est due a` Urban et Skinner. Ils ont en effet re´cemment annonce´
(cf. [Sk-Ur]) un analogue du the´ore`me 1.1 pour des formes modulaires ordinaires de
niveau 1, par une me´thode semblable. Il nous a semble´ bon de reprendre cette ide´e dans
notre cas, notamment parce qu’elle nous permet de se passer d’hypothe`ses sur p, que les
familles p-adiques pour U(n) sont construites dans [Che], et qu’elle est plus simplement
ge´ne´ralisable (voir 1.3).
1.2.2. Expliquons le principe de la me´thode employe´e. La premie`re ide´e est d’utiliser
les formules de multiplicite´s, donne´es par des conjectures d’Arthur, des repre´sentations
automorphes dans le spectre discret. Pour certaines repre´sentations non tempe´re´es, ces
formules font apparaˆıtre le signe de certains facteurs ǫ. Plus pre´cise´ment, dans le cas
du groupe unitaire U(3) compact a` l’infini attache´ au corps quadratique imaginaire E,
ces formules sont de´montre´es par Rogawski et affirment que pour χ un caracte`re de
Hecke comme dans l’e´nonce´ du the´ore`me, il existe dans le spectre discret de E une
repre´sentation π(χ), minimalement ramifie´e2, dont la repre´sentation galoisienne associe´e
ρ : Gal(E/E) → GL3(L) est de la forme ρ = χp ⊕ 1 ⊕ χp(−1) si, et seulement si,
ǫ(χ, 0) = −1.
1.2.3. Plac¸ons-nous sous cette hypothe`se. On dispose donc de π(χ) et de sa repre´senta-
tion galoisienne associe´e ρ. L’e´tape suivante est d’obtenir une de´formation ge´ne´riquement
irre´ductible ρ′ de ρ, i.e. une repre´sentation ρ′ de Gal(E/E) sur un anneau de valuation
discre`te R de corps re´siduel L avec (ρ′ ⊗R L)ss = ρ, et ρ′ ⊗R Frac(R) irre´ductible ; il
faut e´galement controˆler la ramification de ρ′ ainsi que son comportement aux places
divisant p. Le me´thode utilise´e pour construire ρ′ consiste a` placer Π(χ) dans une famille
p-adique de formes automorphes3
Pour controˆler la ramification de ρ′ aux places w de E ne divisant pas p, en particulier
aux places ou` χ est ramifie´, on est oblige´ d’imposer aux formes de la famille p-adique
construite de contenir certains types de Buschnell et Kutsko. Pour traduire l’existence
de ces types en termes de la ramification de ρ′, on bute sur la difficulte´ suivante : il ne
2Voir la proposition 4.1 pour plus de de´tails
3C’est la` la principale diffe´rence avec [Bel1] ou` l’on ne construisait qu’une de´formation de ρ¯ ≃ χ¯p ⊕
1 ⊕ χ¯p(1) a` l’aide d’un the´ore`me d’augmentation du niveau. Notons cependant que l’on pourrait aussi
prouver le the´ore`me 1.1 a` l’aide de cette me´thode, en construisant des de´formations de ρ¯ qui sont
congrues a` ρ modulo mn, a` l’aide de the´ore`mes d’augmentation du niveau modulo mn. On obtiendrait
ainsi des extensions modulo mn, puis on passerait a` la limite sur n. Cette me´thode fera l’objet d’un
travail ulte´rieure, dans un cadre un peu diffe´rent.
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semble pas connu 4 que la construction de la repre´sentation galoisienne ρ attache´e a` une
forme automorphe pour U(3) est compatible, en chaque place, avec la correspondance
de Langlands locale. Nous montrons comment contourner cette difficulte´. Pour controˆler
le comportement de ρ′ aux places w divisant p, on utilise une forme convenable d’un
re´sultat re´cent de Kisin.
1.2.4. La dernier e´tape consiste a` appliquer une vieille ide´e de Ribet (cf. [Ribet]) : l’ex-
istence d’une de´formation de ρ comme ci-dessus implique l’existence d’extensions non
triviales entre les facteurs de ρ. Dans le cas de Ribet, ρ n’avait que deux facteurs et
Ribet montrait qu’on pouvait obtenir les extensions d’un facteur par l’autre dans les
deux sens possibles. Mais c’est un fait incontournable (cf. [Be-Gr] ) que quand ρ a
plus de deux facteurs irre´ductibles, on ne peut assurer l’existence de toutes les exten-
sions entre ces facteurs. On obtient seulement une disjonction d’assertions d’existence.
Autrement dit, pour montrer l’existence de l’extension cherche´e, on est ramene´ a` mon-
trer la non-existence de certaines autres extensions, non-existence qui a une signification
arithme´tique globale, e´tant aussi un cas des conjectures de Bloch-Kato. Dans [Bel1]
ainsi que dans la me´thode de´crite dans [Sk-Ur] (voir loc. cit. dernier paragraphe), la
preuve de ces cas de non-existence repose sur des re´sultats re´cents et difficiles de Rubin
([Ru1]) et de Kato (p-adic Hodge theory and values of Zeta functions of modular forms,
pre´publication) respectivement. Dans cet article, le seul cas de non-existence que nous
avons a` ve´rifier est celui d’une extension ayant bonne re´duction partout du caracte`re
trivial par le caracte`re cyclotomique, qui est une application e´le´mentaire de la the´orie de
Kummer.
1.3. Ge´ne´ralisations. Tout d’abord, l’hypothe`se sur p dans le the´ore`me 1.1 est inessen-
tielle, et devrait eˆtre supprime´e lorsque les familles p-adiques seront disponibles aux
places non de´compose´es et en niveau sauvage (travail en cours d’un des auteurs avec
K.Buzzard).
La me´thode que nous avons esquisse´e ci-dessus se preˆte a` des ge´ne´ralisations aux
groupes unitaires U(n) compact a` l’infini associe´ a` un corps quadratique imaginaire E.
Cependant, on ne dispose pas pour l’instant pour ces groupes, si n ≥ 4, de la construction
d’une repre´sentation galoisienne attache´e a` chaque forme automorphe et ve´rifiant les pro-
prie´te´s attendues en presque toute place, pas plus que l’on ne dispose des cas ne´cessaires
des formules de multiplicite´s d’Arthur (cependant des progre`s ont e´te´ fait re´cemment
dans le cas n = 4). Nous avons ne´anmoins pris garde a` e´noncer et a` de´montrer la plupart
des lemmes que nous utilisons sous une forme ge´ne´rale, en vue de leur utilisation pour
le cas de U(n). Nous comptons revenir sur ce cas dans un avenir proche.
Enfin, il semble par contre plus de´licat de ge´ne´raliser cette me´thode au cas ou` E est un
corps CM quelconque, et non quadratique imaginaire (voir a` ce propos la remarque 9.1).
1.4. Plan de l’article. Indiquons brie`vement le contenu des diffe´rentes parties de cet
article. Dans la partie 2, nous fixons les conventions (concernant essentiellement les
normalisations de la the´orie du corps de classes et de la correspondance de Langlands
4On ne peut appliquer a` nos formes le re´sultat principal de [HT] car elles n’en ve´rifient pas l’hypothe`se,
a` savoir d’eˆtre de carre´ inte´grable en au moins une place finie.
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locales) et les principales notations que nous utiliserons. La partie 3 de´crit la construction
par Blasius et Rogawski du syste`me de repre´sentations l-adiques attache´ aux formes
automorphes pour U(3). Nous de´montrons quelques re´sultats concernant la compatibilite´
de cette construction avec la correspondance de Langlands locale. La partie 4 construit
et de´crit la repre´sentation non tempe´re´e π(χ) discute´e plus haut.
Les parties 5, 6 et 7 sont re´dige´es dans une plus grande ge´ne´ralite´. La partie 5 fait,
pour GL(n), la the´orie des diffe´rents choix possibles d’une forme propre ancienne de
niveau iwahorique en p, attache´e a` une forme non ramifie´e en p. La partie 6 traite
des raffinements des repre´sentations p-adiques cristallines, contrepartie galoisienne de
la the´orie pre´ce´dente, et des familles de telles repre´sentations raffine´es. On y e´nonce
en particulier, sous une forme adapte´e a` notre usage, un re´sultat re´cent de Kisin. La
partie 7 contient les re´sultats ne´cessaires sur les pseudo-caracte`res et les repre´sentations
galoisiennes, ainsi que la ge´ne´ralisation ade´quate du lemme de Ribet.
Dans la partie 8 nous revenons aux groupes unitaires a` trois variables, et construisons
des familles p-adiques passant par π(χ). Enfin, la partie 9 montre le the´ore`me principal.
Les auteurs5 sont heureux de remercier Laurent Berger, Pierre Colmez, Laurent Clozel,
Michael Harris, Guy Henniart et E´ric Urban pour de nombreuses et utiles conversations durant
la re´alisation de cet article.
2. Notations et conventions
2.1. Corps et groupes de Galois. Dans tout cet article, on note E ⊂ C une corps
quadratique imaginaire, E¯ la cloˆture alge´brique de E dans C, AE l’anneau des ade`les
de E, WE et Gal(E/E) les groupes de Weil et de Galois de E¯ sur E. Pour v place de
E on notera Dv un sous-groupe de de´composition de Gal(E/E) en v, Iv le sous-groupe
d’inertie de Dv, et Frobv ∈ Dv un Frobe´nius ge´ome´trique. On note τ ∈ Gal(E¯/Q) la
conjugaison complexe, τ 2 = 1.
2.2. Anti-auto-duale. Soit ρ une repre´sentation de WE ou de Gal(E/E) dans GLn(A),
ou` A est un anneau commutatif. On notera ρ⊥ la repre´sentation de´finie par
ρ⊥(g) = tρ(τgτ)−1
2.3. Repre´sentations alge´briques. Soit w = (k1 ≥ · · · ≥ kn) ∈ Zn, on note Vw
la repre´sentation alge´brique de GLn/Q de plus haut poids w relativement au Borel
supe´rieur de GLn. C’est l’unique repre´sentation alge´brique irre´ductible de GLn/Q telle
que le tore diagonal de GLn agissent sur la droite stable par le Borel supe´rieur par
diag(x1, · · · , xn) 7→
∏n
i=1 x
ki
i . On note
Zn,+ := {(k1, ..., kn) ∈ Zn, k1 ≥ ... ≥ kn}
Zn,−− := {(k1, ..., kn) ∈ Zn, k1 < k2 < ... < kn}
5Durant la re´daction de cet article l’un des auteurs (Joe¨l Bella¨ıche) a be´ne´ficie´ de l’aide du Bell fund
et du Ellentuck Fund
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Si w = (k1, ..., kn) ∈ Zn, on pose
−w = (−kn, ...,−k1) ∈ Zn et δ(w) = Minn−1i=1 (ki − ki+1) ∈ Z
Si w ∈ Zn,+, −w ∈ Zn,+ et δ(w) ∈ N. Le dual de Vw est alors V−w. Si F est un corps de
caracte´ristique 0, on notera Vw(F ) la repre´sentation de GLn/F extension des scalaires a`
F de Vw.
2.4. Correspondance de Langlands locale. Nous pre´cisons dans ce paragraphe les
conventions choisies pour fixer l’isomorphisme de re´ciprocite´ de la the´orie du corps de
classes ainsi que la correspondance de Langlands locale pour GLn. Soit F un corps de
nombres, on normalise l’isomorphisme d’Artin de la the´orie du corps de classes globale
recF : A
∗
F/F
∗(F ⊗Q R)0,∗ → Gal(F¯ /F )ab
en demandant qu’il envoie toute uniformisante locale πv en une place finie v sur le
Frobenius ge´ome´trique de Dv/Iv, avec l’abus de langage e´vident. Pour toute place v de
F , on dispose alors par restriction de recF , d’un isomorphisme du corps de classes local
recFv : F
∗
v −→ W abF
compatible a` l’isomorphisme global.
Supposons maintenant que F est un corps local non archime´dien. On choisit la normal-
isation a` la Langlands pour la correspondance de Langlands locale pour GLn(F ), note´e
L (voir par exemple [HT] p.2). Ainsi, pour π une repre´sentation irre´ductible lisse de
GLn(F ), L(π) est une repre´sentation complexe Φ-semisimple de dimension n du groupe
de Weil-Deligne WDF (cf. [Tate, 4.1]). Pour n = 1, π est un caracte`re de GL1(F ) = F
∗
et L(π) est le caracte`re de WF qui s’en de´duit via l’isomorphisme recFv ci-dessus. Par
exemple, L envoie le quotient de Langlands de l’induite parabolique attache´e a` deux
repre´sentations lisses irre´ductible π1 et π2 sur la somme directe L(π1)⊕ L(π2).
Soit l un nombre premier, on fixe ιl : C → Ql un isomorphisme de corps. Pour π
une repre´sentation lisse irre´ductible de GLn(F ), F un corps local non archime´dien, on
peut voir  L(π), par transport de structure via ιl comme une repre´sentation sur Ql en
fait de´finie sur une extension finie de Ql, et on peut donc lui associer une repre´sentation
note´e Ll(π) du groupe de Weil ordinaire WF sur Q¯l, comme en [Tate, 4.2.1].
2.5. Caracte`res de Hecke. Soit χ : E∗\A∗E → C∗ un caracte`re de Hecke de E, pour
toute place v de E on note χv la restriction de χ a` E
∗
v et χf sa restriction aux ide`les
finies A∗f,E . On identifie E ⊗Q R a` C via l’inclusion E ⊂ C. On suppose dans ce qui suit
que χ est alge´brique, i.e χ∞(z) = z
az¯b avec a, b ∈ Z, et on fixe encore l et ιl comme
dans la section pre´ce´dente en supposant de plus l = v1v2 totalement de´compose´ dans E,
v1 e´tant la place de´finie par E ⊂ C ιl→ Ql. A` (χ, ιl) on peut alors associer un caracte`re
continu E∗\A∗f,E → Q
∗
l de´fini par la formule :
x 7→ ιl(χf(x)))xav1xbv2
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Par composition avec recE, on en de´duit un caracte`re l-adique de Gal(E/E) que nous
noterons χl (a` ne pas confondre avec une composante locale de χ, mais c’est sans am-
bigu¨ıte´).
2.6. Poids de Hodge. Dans ce paragraphe, p est un nombre premier fixe´, µpn de´signe
le Gal(Qp/Qp)-module des racines p
n-ie`mes de l’unite´ de Qp. On note ω le caracte`re
cyclotomique Gal(Qp/Qp) → EndZp( lim
n←∞
µpn) = Z
∗
p. On note Qp(1) le Qp-espace vec-
toriel de dimension 1 muni d’une action de Gal(Qp/Qp) par le caracte`re cyclotomique.
Notre convention est que cette repre´sentation est de Hodge-Tate de poids de Hodge −1
(cf. [Sen1]). Si n ∈ Z, on note Qp(n) := Qp(1)⊗n, et si V est un Qp-espace vectoriel
repre´sentation de Gal(Qp/Qp), V (n) := V ⊗Qp Qp(n).
Si F est un corps local et V un F -espace vectoriel de dimension finie qui est une
repre´sentation continue de Gal(Qp/Qp), nous noterons Dcris(V ) := (V ⊗QpBcris)Gal(Qp/Qp)
(cf. [Fo1] §2.3, 3.1). Il he´rite de Bcris d’un endomorphisme K-line´aire ϕ, le Frobe´nius
cristallin, et lorsque nous parlerons des valeurs propres de ce dernier, ce sera toujours vu
comme K-endomorphisme. On rappelle que V est dite cristalline sur dimK Dcris(V ) =
dimK(V ) (cf. [Fo2] 5.4). On parlera parfois, par abus, du Frobe´nius cristallin de V pour
celui de Dcris(V ).
2.7. Ge´ome´trie rigide. Si X/F est un affinoide sur un corps local F , on notera A(X)
la F -alge`bre affinoide de X . Si X est re´duit, la norme sup. sur X fait de A(X) une
F -alge`bre de Banach commutative. On notera A(X)0 les e´le´ments de A(X) de norme
≤ 1. An de´signe l’espace affine rigide analytique de dimension n sur Qp.
3. Rappel sur la classification de Rogawski
3.1. Les groupes unitaires conside´re´s. Soit f la forme hermitienne sur E3 de matrice
 −11
−1


Comme Rogawski ([Rog1] p. 66,67), on note U(2, 1) le groupe unitaire sur Z de´fini par
cette forme, il est quasi-de´ploye´. On fixe U(3) une forme inte´rieure de U(2, 1) compacte
a` l’infini, inchange´e aux places finies ([Clo, lemme 2.1]).
3.2. Classification de Rogawski.
3.2.1. Suivant Rogawski, et comme pre´dit par les conjectures d’Arthur, les repre´sentations
automorphes discre`tes des groupes U(2, 1) et U(3) sont regroupe´es en A-paquets de 5
types ([Rog1, 2.9]). Chaque A-paquet Π posse`de un changement de base πE qui est une
repre´sentation automorphe de GL3/E ([Rog1, 2.8]).
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3.2.2. E´tant donne´ un nombre premier l et un isomorphisme de corps ιl : C → Ql, on
peut associer graˆce au travaux de Rogawski a` un A-paquet Π de U(3) (resp. de U(2, 1) s’il
est cohomologique a` l’infini) une repre´sentation l-adique continue, semi-simple, de´coupe´e
dans la cohomologie l-adique des surfaces de Picard :
ρl(Π) : Gal(E/E)→ GL3(Ql),
caracte´rise´e par la proprie´te´ suivante, pour toute place finie w de E :
Si w ne divise pas ldisc(E) et si (πE)w est non ramifie´e, ρl(Π)|Dw ≃ Ll((πE)w)(3)
Autrement dit ρl est non ramifie´e en w, et le polynoˆme caracte´ristique d’un Frobe´nius
ge´ome´trique Frobw est e´gal a` celui de la matrice de Hecke de (πE)w. En conse´quence,
ρl ≃ ρ⊥l . Lorsque Π est sous-entendu, on notera ρl pour ρl(Π). Bien que le choix de ιl
n’est pas apparent dans la notation ρl, il sera toujours sous-entendu.
3.2.3. Nous nommons et de´crivons ci-dessous les 5 types de A-paquets, ainsi que les
proprie´te´s des repre´sentations galoisiennes associe´es quand elles existent. Quand le A-
parame`tre a et le L-parame`tre φ du changement de base πE du paquet conside´re´ ont un
sens non conjectural (i.e. se factorise par le quotient WE×SL2(C) du groupe conjectural
LE × SL2(C)), nous les donnons.
L’existence de ρl satisfaisant 3 re´sulte, dans les cas non triviaux, du the´ore`me 1.9.1
de [Bla-Rog1], mais le lecteur prendra garde que la de´finition de ρl que nous prenons
(motive´e par la ve´rification de 3 §3.2.2) ne co¨ıncide pas avec la repre´sentation appele´e ρl
loc. cit., que nous noterons ρl,rog ci-dessous (qui d’ailleurs n’est pas toujours de dimension
3).
– Cas stable tempe´re´ ; l’existence de ρl re´sulte de [Bla-Rog1, the´ore`me 1.9.1 (a)].
Notre ρl est ρl,rog(1) avec les notations de loc. cit. La repre´sentation ρl est
irre´ductible6 et satisfait ρl ≃ ρ⊥l .
– Cas endoscopique tempe´re´ de type (2, 1) ; l’existence de ρl re´sulte de [Bla-Rog1,
the´ore`me 1.9.1 (b)] (on de´finit ρl comme ρl,rog(1)⊗χ−1l ⊕χl(1) avec les notations
de loc. cit.).
On a ρl ≃ τl ⊕ χl, avec τl irre´ductible de dimension 2, τl ≃ τ⊥l , χl = χ⊥l .
– Cas endoscopique tempe´re´ de type (1, 1, 1) ; le A-parame`tre a est trivial sur fac-
teur SL2(C), et l’on a
a|LE = φ = ψ1 ⊕ ψ2 ⊕ ψ3,
ψi : WE → C∗ ve´rifiant ψi = ψ⊥i . Les A-paquets de ce type sont cohomologiques
quand les caracte`res de Hecke ψi sont alge´briques, on de´finit ρl par (ψ1)l⊕(ψ2)l⊕
(ψ3)l
6Nous ne nous servirons pas de ce fait. Voir la remarque suivant la proposition 9.1
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– Cas endoscopique non tempe´re´ ; le A-parame`tre a ve´rifie
∀w ∈ WE, a(w) =

 χ(w) ψ(w)
χ(w)


ou` χ et ψ sont des caracte`res de Hecke de E ve´rifiant χ = χ⊥, ψ = ψ⊥, et
a|SL2(C)
(
α β
γ δ
)
=

 α 0 β0 1 0
γ 0 δ

 .
Nous noterons le A-paquets correspondant Π(χ, ψ). Le L-parame`tre φ ve´rifie donc
∀w ∈ WE , φ(w) =

 χ(w)|w|1/2 ψ(w)
χ(w)|w|−1/2

 ,
et l’on pose, si χ| |1/2 et ψ sont alge´briques, auquel cas φ est cohomologique a`
l’infini
ρl = (χ| |1/2)l ⊕ ψl ⊕ (χ| |−1/2)l.
Nous analyserons les A-paquets de ce type de manie`re beaucoup plus de´taille´e
dans la section suivante.
– Cas stable non tempe´re´ ; le A-parame`tre a ve´rifie
∀w ∈ WE, a(w) =

 χ(w) χ(w)
χ(w)

 ,
ou` χ est un caracte`re de Hecke de E ve´rifiant χ = χ⊥ et a|SL2(C) est la repre´sentation
irre´ductible de dimension 3. On a donc pour L-parame`tre
φ(w) =

 χ(w)|.|−1 χ(w)
χ(w)|.|

 ,
ou` χ ≃ χ⊥. Les A-paquets correspondants sont des singletons, compose´s des
repre´sentations automorphes de dimension 1.
3.3. Proprie´te´s de ρl. On conjecture naturellement que la construction Π 7→ ρl est
compatible avec la correspondance de Langlands locale. Plus pre´cise´ment, on s’attend a`
ce que l’e´nonce´ suivant soit ve´rifie´ :
(COMP) Si Π est un A-paquet, de changement de base πE, alors pour tout l, et pour
toute place finie v de E ne divisant pas l, la Frobenius-semi-simplifie´ de la repre´sentation
galoisienne (ρl)|Dv est isomorphe a` Ll((πE)v).
Il est vrai pour les places finies v ne divisant pas disc(E)cond(χ0), (c’est la proprie´te´ 3,
§3.2.2). De plus, on pourrait montrer qu’il est vrai pour tout v si πE est de carre´ inte´grable
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a` au moins une place finie, en utilisant [HT, the´ore`me ]. Malheureusement cette hypothe`se
ne sera jamais ve´rifie´e dans les cas que nous aurons a` traiter.
Nous allons de´montrer dans ce qui suit les cas particuliers de (COMP) dont nous aurons
besoin. La proprie´te´ suivante est une extension de la proprie´te´ 3 aux places divisant
disc(E). Il sera utile de nous placer dans un contexte un peu plus ge´ne´ral : Soit F un
corps totalement re´el, U(3)/F le groupe unitaire a` trois variables associe´ a` l’extension
EF/F , compact a` toutes les places a` l’infini. Pour Π un A-paquet de U(3)/F , les travaux
de Rogawski de´finissent encore, tout comme dans le cas F = Q, un changement de base
πEF a` GL3/EF , et des repre´sentations galoisiennes ρl de Gal(Q/EF ), ve´rifiant l’analogue
de 3 §3.2.2.
Proposition 3.1. Si Π est un A-paquet de U(3)F , de changement de base πEF , alors
pour tout l, et pour toute place finie v de EF ne divisant pas l ou` πEF est non ramifie´e,
ρl|Dv est non ramifie´e.
Preuve : Soit v une place finie de EF ne divisant pas l et telle que (πEF )v est non
ramifie´e, on veut montrer que ρl est non ramifie´e en v. On note w la place de F que
divise v. Montrons d’abord le re´sultat si w ne divise pas le discriminant relatif de EF/F .
Soit G′F de´signe la forme inte´rieure de U(3)F quasi-de´ploye´e a` toutes les places finies
de F et a` une seule place infinie, par [Rog1, the´ore`me 2.6.1], le A-paquet Π se transfe`re en
un A-paquet Π′ cohomologique du groupe G′F . ρl est alors construite dans la cohomologie
de la varie´te´ de Shimura associe´ a` G′F , sans structure de niveau en w. Or cette varie´te´ de
Shimura a bonne re´duction en v quand v est non ramifie´ dans EF/F : cela re´sulte d’un
simple calcul de de´formation du proble`mes de modules dont cette varie´te´ de Shimura est
l’espace de module, comme celui fait en [Bel1, proposition I.2.1.5]. Cela conclut.
On suppose donc que v divise le discriminant de EF/F , en particulier v divise un
premier p ∈ Z ramifie´ dans E, p 6= l. Soit F ′ un corps quadratique re´el ramifie´ en p
et tel que EF ′/F ′ est de´compose´ en l’unique place de F ′ au-dessus de p. Il est aise´ de
voir qu’un tel corps existe toujours. Par exemple si p 6= 2, E = Q(√pD) avec −D ∈ N
sans facteur carre´, alors il existe D′ ∈ N premier a` p et sans facteur carre´ tel que DD′
est un carre´ modulo p, F ′ = Q(
√
pD′) convient. Alors EF ne contient pas F ′, FF ′ est
totalement re´el et ramifie´ au dessus de w, en une place que l’on note w′, et EFF ′/FF ′
est alors de´compose´ au dessus de w′.
Notons πEFF ′ le changement de base, a` la Arthur-Clozel ([AC], the´ore`me 4.2, chapitre
3) de πEF a` GL3EFF ′. La repre´sentation πEFF ′ satisfait π
τ
EFF ′ ≃ π∗EFF ′, car c’est de´ja`
le cas de πEF . D’apre`s Rogawski ([Roglivre, page xi]) elle descend donc en un A-paquet
ΠFF ′ du groupe unitaire a` trois variables quasi-de´ploye´ U(2, 1)FF ′ sur FF
′, et meˆme a`
U(3)FF ′. Mais s’il on suit les constructions pre´ce´dentes, un groupe de de´composition en
v de Gal(Q¯/EF ) s’identifie a` un groupe de de´composition en w′ de Gal(Q¯/EFF ′), et
πEFF ′ est toujours non ramifie´e en w
′. On applique alors le premier paragraphe a` FF ′
et ΠFF ′, ce qui conclut. 
Proposition 3.2. Soit Π un A-paquet de U(3), l un nombre premier, v une place finie
de E ne divisant pas l, telle que L((πE)v) = φ1 ⊕ φ2 ⊕ φ3, ou` les φi sont des caracte`res
continus E∗v → C∗. Soit I ′ := recv(Ker((φ1 ⊕ φ2 ⊕ φ3)|O∗Ev )), alors ρl(I ′) = 1.
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Preuve : Soit p ∈ Z premier au dessous de v, conside´rons l’extension abe´lienne finie de
Ev de´finie par
M := Ev
recEv (Ker(φ1⊕φ2⊕φ3))
Supposons que l’on sache trouver un corps de nombres F/Q ayant les proprie´te´s suiv-
antes :
i. F est totalement re´el,
ii. F est construit a` partir de Q et d’extensions abe´liennes successives,
iii EF admet une place w divisant v telle que (EF )w/Ev soit isomorphe a` M/Ev.
Soit πEF le changement de base a` EF de πE ([AC, the´ore`me 4.2 et 5.1], applicable
par ii.), par compatibilite´ du changement de base global au changement de base local
applique´ a` l’extension (EF )w/Ev, on a que (πEF )w est non ramifie´e (utilisant iii.). Si ΠF
est le A-paquet de U(3)F changement de base a` F de Π par le changement de base de
Rogawski, son changement de base a` E est πEF par multiplicite´ 1 forte dans le spectre
discret de GL(3). La proposition 3.1 conclut.
Il reste a` trouver un tel corps de nombres F . Fixons K/Q un corps quadratique re´el
ayant une place v′ divisant p tel que Kv′ ≃Qp Ev. D’apre`s Artin-Tate ([AT, the´ore`me 5,
page 103]), on peut trouver une extension abe´lienne finie F de K totalement re´elle, et
ayant une place v′′ divisant v′ telle que Fv′′/Kv′ soit isomorphe a` M/Ev. EF ≃ E ⊗Q F
est alors de´compose´ au dessus de Fv′′ , le choix d’une place w de EF au dessus de v
′′
satisfait donc iii, ce qui conclut. 
Proposition 3.3. Soit l un nombre premier de´compose´ dans E, ιl comme plus haut, Π
un A-paquet pour U(3) de changement de base πE, v1 une place de E divisant l telle que
(πE)v est non ramifie´e, alors :
(1) (ρl(Π))|Dv est cristalline en v.
(2) Le polynoˆme caracte´ristique du Frobe´nius cristallin de (ρl(Π))|Dv est l’image par
ιl de L((πE)v)(Frobv), Frobv e´tant un Frobe´nius ge´ome´trique de WFv ,
(3) Si le L-parame`tre de Π∞ a sa restriction a` WC = C
∗ de la forme (z/z¯)a1 ⊕
(z/z¯)a2 ⊕ (z/z¯)a3 avec (a1, a2, a3) ∈ Z3, a1 > a2 > a3, les poids de Hodge-Tate
de (ρl(Π))|Dv sont les ai si v est la place de E induite par E ⊂ C ιl→ Ql, les −ai
sinon.
Preuve : La proposition est imme´diate si le L-parame`tre de Π est somme de trois
caracte`res, il ne reste donc qu’a` traiter les cas ou` Π est stable tempe´re´ ou endoscopique
tempe´re´ de type (2, 1) (cf. §3.2). Nous nous placerons par exemple dans le premier cas,
le second se traitant de manie`re identique.
Soit F un corps quadratique re´el de´compose´ au dessus de l, ΠF le changement de
base a` F du A-paquet Π ([Rog1] 2.6.1), d’apre`s [Roglivre, page xi] ΠF descend en un A-
paquet cohomologique du groupe H/F suivant : H/F est une forme inte´rieure du groupe
quasi-de´ploye´ sur U(2, 1)/F , non quasi-de´ploye´e uniquement a` l’une des deux places
infinies. Supposons donc que ΠF est stable tempe´re´, on peut choisir une repre´sentation
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non ramifie´e en l, disons π, dans ce A-paquet. Par [Rog1] §4.3, ρl(π)(−1) apparaˆıt dans la
cohomologie l-adique d’un sche´ma abe´lien A sur une certaine surface de Picard XU/OEF ,
cette dernie`re e´tant projective sur OEF par l’hypothe`se sur H , et lisse sur O(EF )v car on
peut la choisir un niveau U qui soit maximal hyperspe´cial en v par notre hypothe`se sur
v. L’assertion 1 re´sulte alors de [Fa2] .
Il est bien connu qu’alors la proprie´te´ 2 de´coule de la construction de motivique de
ρl(Π)(−1) ([Rog1] §4.3) et d’un the´ore`me de Katz-Messing ([KMe, the´ore`me 2.2]), com-
bine´s a` (3) §3.2.2 et au changement de base lisse en cohomologie l-adique. De meˆme, la
proprie´te´ 3 de´coule d’un the´ore`me de G.Faltings ([Fa1]). .
4. Repre´sentation non tempe´re´e attache´e a` un caracte`re de Hecke
4.1. Hypothe`ses sur le caracte`re de Hecke. Soit χ0 un caracte`re de Hecke de E,
ve´rifiant
χ0(zz¯) = 1, ∀z ∈ A∗E, et χ0,∞(z∞) = zk∞/|z∞|k, k est un entier impair positif
Par la premie`re hypothe`se, sa fonction L comple`te L(χ0, s) a pour e´quation fonction-
nelle ([Tate] 3.6.8 et 3.6.1)
L(χ0, s) = ε(χ0, s)L(χ0, 1− s), ε(χ0, 1/2) = ±1
On utilisera de plus le caracte`re alge´brique χ := χ0|.|1/2, dont on note χv la composante
locale en une place v de E. On a χ⊥ = χ|.|−1, et si ∞ de´signe E ⊂ C, χ∞(z) =
z(k+1)/2z¯(1−k)/2. On notera cond(χ0) le conducteur de χ0, qui est aussi celui de χ, et
disc(E) le discriminant de E.
Dans les sous-parties qui suivent, nous de´crivons, suivant Rogawski, les composantes
locales du A-paquet endoscopique non tempe´re´ Π(χ, 1).
4.2. Composantes locales en p de´compose´.
4.2.1. Soit p = v1v2 est un nombre premier de´compose´ dans E, la donne´e des vi nous
fournit un isomorphisme U(3)(Qp) → GL3(Evi) = GL3(Qp). Il faut noter que ces deux
isomorphismes diffe`rent d’un automorphisme exte´rieur de GL3(Qp). Fixons celui avec v1
par exemple.
4.2.2. Soit P = MN le parabolique standard de U(3)(Qp) = GL3(Qp) de type (2, 1),
conside´rons le caracte`re complexe lisse λp de M = GL2(Qp) × GL1(Qp) de´fini par
λp(x, y) = χ0,v1(det(x)). L’induite parabolique normalise´e de λp est irre´ductible ([Rog2]
p.196), on la note πnp (χ0).
4.2.3. Si χ est non ramifie´ en p (de´compose´), πnp (χ0) est non ramifie´e, et a donc un
vecteur fixe par n’importe quel compact maximal. On en choisit un, note´ Kp, e´gal a`
U(3)(Zp) pour p assez grand ([Ti, 3.9.1]).
4.3. Composantes locales en p inerte ou ramifie´e.
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4.3.1. Suivant Rogawski ([Rog2] p. 396), de´finissons pour p un nombre premier inerte ou
ramifie´ dans F , une repre´sentation lisse irre´ductible πnp (χ0) de U(2, 1)(Qp) = U(3)(Qp)
de la manie`re suivante :
On voit χ0,p comme caracte`re du tore diagonal de U(3)(Qp) par :
 α β
α¯−1

 7→ χ0,p(α)
L’induite parabolique normalise´e de χp a deux facteurs de Jordan-Ho¨lder, dont l’un est
non tempe´re´, on le note πnp (χ0) ([Roglivre] p. 173, [KE] p. 126)
4.3.2. Si p est inerte et χ non ramifie´ en p, πnp (χ0) est non ramifie´e et a donc un vecteur
fixe par n’importe quel compact maximal hyperspe´cial. La` encore, on en choisit un Kp,
que l’on prend e´gal a` U(3)(Zp) quand on le peut (pour presque tout p, cf. [Ti, 3.9.1])
4.3.3. Si p est ramifie´, le groupe U(3)(Qp) est un groupe unitaire ramifie´ et n’a donc
pas de compact maximal hyperspe´cial, mais l’une des deux classes de conjugaison de
compacts maximaux est tre`s spe´ciale au sens de [La, page 88]. Si χ est non ramifie´ en
p, la repre´sentation πnp (χ0) admet un vecteur fixe par n’importe quel compact maximal
tre`s spe´cial d’apre`s [La, prop 3.6.2]. On en choisit un que l’on note Kp.
4.4. Composantes locales a` l’infini. Tout L-parame`tre ”relevant” de U(3)(R) a sa
restriction a` WC = C
∗ de la forme :
z 7→ (z/z¯)a1 ⊕ (z/z¯)a2 ⊕ (z/z¯)a3 , a1 > a2 > a3 ∈ Z3
Si k1 ≥ k2 ≥ k3 ∈ Z3, On note π1,∞(k1, k2, k3) la repre´sentation de U(3)(R) sur
Vk1,k2,k3(C) (2), de´duite de l’inclusion U(3)(R) ⊂ U(3)(C) ≃ GL3(C) donne´e par E ⊂
C. Son L-parame`tre a pour changement de base a` C∗ le morphisme plus haut avec
(a1, a2, a3) := (k1 + 1, k2, k2 − 1) ([Rog1] §3.1).
4.5. Existence de π(χ0).
Proposition 4.1. Supposons que k > 1, et que ε(χ0, 1/2) = −1, alors il existe une
unique repre´sentation automorphe π(χ0) de U(3) dont le changement de base a` E a pour
L-parame`tre le morphisme WE → GL3(C) de´fini par
 χ0|.|−1/2 1
χ0|.|1/2


et telle que
– Pour toute place v, π(χ0)v = π
n
v (χ0),
– π(χ0)∞ = π1,∞(
k−1
2
, k−1
2
, 1).
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Preuve : D’apre`s [Rog2], page 397, le A-paquet Π(χ, 1) existe pour U(3), car k > 1.
D’apre`s [Rog2], page 395 et 396, les A-paquets locaux correspondants sont les singletons
{πnp (χ0)} quand p est de´compose´ (cf. 4.2.2) et des paires {πnp (χ0), πsp(χ0)} quand p est
inerte ou ramifie´ (ou` πnp a e´te´ de´finie en 4.3.1). Enfin, d’apre`s [Rog2] page 397, le A-paquet
local a` l’infini est un singleton {π(χ0)∞} avec π(χ0)∞ := π1,∞(k−12 , k−12 , 1).
Conside´rons la repre´sentation de U(3)(A) :
π(χ0) = (
⊗
p premier
πnp (χ0))⊗ π(χ0)∞.
D’apre`s [Rog2], the´ore`me 1.2, la multiplicite´ de π dans le spectre automorphe de U(3) est
(1 + ε(χ0, 1/2)(−1)N)/2, ou` N , de´fini dans [Roglivre] page 243, est le nombre de places
a` l’infini de Q ou` U(3) est compact ; on a donc N = 1, et la multiplicite´ de π(χ0) est
donc 1. 
4.6. Types.
Proposition 4.2. Pour p un nombre premier divisant disc(χ0), il existe un groupe KJ =
KJ(p) de U(3)(Qp), et une repre´sentation irre´ductible J = J(p) de KJ tels que
– HomKJ (J, π
n
p (χ0)⊗ (χ−10 ◦ det)) 6= 0.
– Pour toute repre´sentation lisse irre´ductible π de U(3)(Qp) ve´rifiant HomKJ (J, π) 6=
0, pour toute place v de E au-dessus de p, notant πEv le changement de base de
π a` Ev, il existe trois caracte`res lisses non ramifie´s φ1, φ2, φ3 : Ev
∗ → C∗, tels
que
L(πE,v) = φ1 ⊕ φ2 ⊕ φ3χ−10 .
En particulier, si l 6= p, I ′ := ker(χl)|Iv, et si π est la composante en p d’une
repre´sentation automorphe irre´ductible π′ de U(3), alors ρl(π
′)(I ′) = 1.
Preuve : Supposons d’abord que p = v1v2 est de´compose´ dans E. On note G =
GL3(Qp) = U(3)(Qp) (l’isomorphisme de´pendant de la place v1, comme en 4.2.1), P le
parabolique standard de type (2, 1),M = GL2(Qp)×GL1(Qp) son Levi (comme en 4.2.2),
N son radical unipotent, χ0 = χ0,v1 et m la p-valuation du conducteur de χ0.
Notons KJ le sous-groupe de G des matrices dont la re´duction modulo p
m est de la
forme 
 ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 y

 ,
et notons J le caracte`re complexe lisse de ce groupe qui a` une matrice comme ci-dessus
associe χ0(y)
−1.
Par de´finition (cf. 4.2.2 pour la de´finition de λp), π
n
p (χ0)⊗χ−10 ◦det est la repre´sentation
de G sur l’espace
V := {f : G→ C, f lisse, ∀b ∈ P, ∀g ∈ G, f(bg) = λp(b)δ1/2P (b)χ−10 (det(b))f(g)}
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donne´e par (g.f)(x) = f(xg). De´finissons f : G→ C par
f(bk) = λp(b)δ
1/2
P (b)χ
−1
0 (det(b))χ0(k) ∀b ∈ P, k ∈ KJ ,
f(g) = 0 ∀g ∈ G\PKJ
On ve´rifie aise´ment que f est bien de´finie, et qu’elle de´finit un e´le´ment non nul de
HomKJ (J, π
n
p (χ0)⊗ (χ−10 ◦ det)).
Inversement, soit π une repre´sentation lisse irre´ductible de G, et supposons que
HomKJ (J, π) 6= 0.
Notons BJ ⊂ KJ l’ensemble des matrices de KJ qui sont triangulaires supe´rieures
modulo p. On a alors BJ ∩M = B×GL1(Qp) ou B est le sous-groupe d’Iwahori standard
(constitue´ des matrices triangulaires supe´rieures modulo p) de GL2(Qp). La restriction
de J a` BJ∩M e´tant simplement le caracte`re χ−10 sur le second facteur GL1(Qp), le couple
(BJ ∩M,J|BJ∩M) est un sM -type de BJ , ou` sM ∈ B(M) (le spectre de Bernstein de M ,
cf. [Bus, page 772]) est la classe d’e´quivalence inertielle de (T, χ−10 ), T de´signe le tore
maximal standard de GL3(Qp) et χ
−1
0 le caracte`re de T envoyant diag(x, y, z) sur χ
−1
0 (z).
Il re´sulte imme´diatement de la de´finition de recouvrement (cover) ([Bus-Kut1, 8.1]) que
(BJ , J|BJ ) est un G-recouvrement de (BJ ∩M,J|BJ∩M). Le corollaire [Bus-Kut1, 8.4] (ou
bien [Bus-Kut2, page 55]) assure alors que (BJ , J|BJ ) est un s-type pour G, ou` s ∈ B(G)
est la classe d’e´quivalence inertielle de (T, χ−10 ). Comme π contient (KJ , J), elle contient
aussi (BJ , J), est son support cuspidale est donc de la forme (φ1, φ2, χ
−1
0 φ3), ou` les φi
sont des caracte`res lisses non ramifie´s de Q∗p. Autrement dit, d’apre`s les proprie´te´s de la
correspondance de Langlands locale, L(π) a pour semi-simplification φ1 ⊕ φ2 ⊕ χ−10 φ3.
Nous voulons maintenant montrer que L(π) est semi-simple. Comme χ−10 φ3 est ramifie´,
mais pas φ1 et φ2, on peut en tous cas e´crire L(π) = r⊕χ−10 φ3, ou` rss = χ1⊕χ2, et nous
voulons montrer que r est semi-simple.
D’apre`s ce qui pre´ce`de et les proprie´te´s de L, il existe une repre´sentation lisse irre´ductible
(ρ,W ) de GL2(Qp) de support cuspidal (φ1, φ2) telle que
π ≃ IndP (ρ⊗ (φ3χ−10 )), L(ρ) = r
ou` ρ ⊗ (φ3χ−10 ) de´signe la repre´sentation du parabolique standard sur W qui a` (x, y) ∈
GL2(Qp)×GL1(Qp) = M associe φ3(y)χ0(y)−1ρ(x) ∈ End(W ). L’espace de cette induite
est l’ensemble des fonctions f : G → W , lisses, ve´rifiant ∀m = (x, y) ∈ GL2(Qp) ×
GL1(Qp) = M, ∀u ∈ N, ∀g ∈ G,
f(mug) = δ
1/2
P (m)χ
−1
0 (y)φ3(y)ρ(x)f(g).(4)
Comme HomKJ (J, π) 6= 0, il existe une fonction non nulle f : G → W dans l’espace de
IndP (ρ⊗ (φ3χ−10 )) qui ve´rifie
(k.f)(g) = f(gk) = f(g)JK(k) = f(g)χ0(k)
−1.(5)
Choisissons v = f(g) ∈ W non nul. Combinant les e´quations 4 et 5, il vient
∀x ∈ GL2(Zp), ρ(x)v = v.
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La repre´sentation ρ est donc non ramifie´e si bien que r = L(ρ) est semi-simple, et
finalement L(π) = φ1 ⊕ φ2 ⊕ φ3χ−10 .
Le “en particulier” de´coule alors de la proposition 3.2
Le cas ou` p est inerte ou ramifie´ dans E est plus simple, graˆce aux travaux de L.Blasko
([Blas]) : πnp (χ0) appartient a` la se´rie principale, et son type de´fini en [Blas, partie 7,
page 181] fait l’affaire. 
5. I-invariants et alge`bre d’Atkin-Lehner
5.1. Notations.
5.1.1. Dans toute cette section, p est un nombre premier fixe´. T de´signe le tore diagonale
de G := GLn(Qp), B son Borel supe´rieur, K := GLn(Zp), W ≃ Sn ⊂ K, I ⊂ K le sous-
groupe d’Iwahori compose´ des e´le´ments triangulaires supe´rieurs modulo p, ∆ le sous-
groupe de T des e´le´ments a` coefficients dans pZ, ∆+ le sous-mono¨ıde de ∆ des e´le´ments
de la forme diag(pa1 , · · · , pan) avec a1 ≤ · · · ≤ an ∈ Z. Si X est un groupe topologique
localement compact, δX de´signe le caracte`re module de X .
5.1.2. Si U est un sous-groupe compact ouvert de G, l’alge`bre de Hecke de G rela-
tivement a` U , C∞(U\G/U), est l’alge`bre de convolution des fonctions complexes lisses
a` support compact sur G invariantes a` droite et a` gauche par U . Si g ∈ G, on note
[UgU ] ∈ C∞(U\G/U) la fonction caracte´ristique de de UgU ⊂ G, on prend la convention
que [U ]2 = [U ]. C∞(I\G/I) est l’alge`bre de Hecke-Iwahori, on note A(p) son sous-anneau
de engendre´ Z[1/p] et les fonctions caracte´ristiques [IuI], u ∈ ∆+. Il est connu (par ex-
emple [Rog3] §1) que A(p) est commutative, et que pour chaque u, u′ ∈ ∆+, [IuI] est
inversible dans A(p), [IuI][Iu′I] = [Iuu′I] et IuIu′I = Iuu′I. On pose
ui := diag(1, . . . , 1, p, . . . , p) ∈ ∆+, ou` p apparaˆıt i fois, 0 ≤ i ≤ n
5.2. I-invariants des repre´sentations non ramifie´es.
5.2.1. Soit ψ = (ψ1, ..., ψn) : (Q
∗
p)
n → C∗ un caracte`re lisse et non ramifie´, X(ψ) la
repre´sentation complexe lisse irre´ductible non ramifie´e de G de L-parame`tre valant sur
le Frobe´nius ge´ome´trique :

 ψ1(p) · · ·
ψn(p)


Voyant ψ comme un caracte`re complexe lisse de B trivial sur les unipotents supe´rieurs,
on pose
IndB(ψ) := {f : G→ C, lisses, f(bg) = δ1/2B (b)ψ(b)f(g) ∀b ∈ B}
vue comme repre´sentation lisse de G par translation a` droite les fonctions. On sait alors
que X(ψ) est l’unique sous-quotient irre´ductible non ramifie´ de IndB(ψ). Le caracte`re de
l’alge`bre de Hecke non-ramifie´e de G sur la droite des K-invariants de X(ψ) (ou encore
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de IndB(ψ), ce qui est la meˆme chose) est bien connu : si tp,i est la valeur propre de
l’ope´rateur de Hecke Tp,i := [KuiK]| det(ui)| comme plus haut, on a
n∏
i=0
(1− ψi(p)T ) =
n∑
i=0
(−1)ipi(i−1)/2tp,iT i
5.2.2. Nous allons commencer par de´crire la repre´sentation de A(p) sur les I-invariants
de IndB(ψ). On verra les caracte`res de T par restriction comme des caracte`res de ∆
+,
puis de A(p). Pour tout caracte`re θ : T → C∗, σ ∈ W , on dispose d’un caracte`re θσ
de´fini par θσ(t) = θ(σ−1tσ) ; ainsi (ψ1, ..., ψn)
σ = (ψσ(1), ..., ψσ(n)).
Lemme 5.1. ([Che] 4.8.4) La semi-simplification de IndB(ψ)
I comme A(p)-module est
⊕σ∈W δ1/2B ψσ
Remarques : Le calcul ci-dessus et la formule pour le polynoˆme de Hecke deX montrent
que si σ ∈ W , ψσ(Ui) (noter la disparition du δ1/2B ) est un produit de i valeurs propres
“distinctes” du Frobe´nius ge´ome´trique dans la repre´sentation de WQp attache´e a` X par
la correspondance de Langlands locale non ramifie´e.
En particulier, supposons IndB(ψ) irre´ductible, alors IndB(ψ) = X(ψ), dimC(X(ψ)
I) =
n! et l’action de A(p) sur les I-invariants de X est calcule´e par le lemme. Ceci se produit
en particulier quand ψ est essentiellement tempe´re´e (i.e |ψi(p)| inde´pendant de i, [Z] 4.2)
mais pas pour la repre´sentation πnp (χ0) introduite en §4.2.2 (p de´compose´ dans E et ne
divisant pas cond(χ0)). Pour traiter ce cas la`, nous aurons besoin du re´sultat ge´ne´ral
suivant, impliquant par ailleurs le lemme pre´ce´dent.
5.2.3. Soit P = MN ⊂ B un parabolique de Levi M , ψ : M → C∗ un caracte`re non
ramifie´, IndP (ψ) l’induite parabolique lisse normalise´e :
IndP (ψ) := {f : G→ C, lisses, f(pg) = δ1/2P (p)ψ(p)f(g) ∀p ∈ B}
Soit WP ⊂W le sous-groupe de Coxeter correspondant a` P ⊂ G, pour chaque σ ∈ W
on choisit l’unique e´le´ment dans WP .σ de longueur minimale ([Hum] prop. 1.10 c)), et on
noteW (P ) l’ensemble des repre´sentants de WP\W obtenu. On pose z := δP/δB = δB∩M .
Lemme 5.2. La semi-simplification de IndP (ψ)
I comme A(p)-module est
⊕σ∈W (P )δ1/2B (z1/2ψ)σ
Remarques : Le lemme montre que l’unique sous-quotient non ramifie´ de IndP (ψ) est
isomorphe a` X(ψ.z1/2). Si IndP (ψ) est irre´ductible (voir [Z] 3.2,4.2), il co¨ıncide donc avec
X(ψ.z1/2) dans ce cas.
Preuve : On pose X ′ = IndP (ψ)
I , c’est un module sous l’alge`bre de Hecke-Iwahori
de G, en particulier sous A(p). La de´composition de Bruhat-Iwahori G =∐σ∈W (P ) PσI
montre que dimC(X
′) = |W |/|WP |. On conside`re la C-base de X ′ suivante : si σ ∈ W (P ),
eσ est l’e´le´ment de X
′ nul hors de P σ I et tel que eσ(σ) = 1. eσ(σ
′) = 0 ou 1 selon que
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σ′ ∈ WP .σ ou non . Si σ′ ∈ W , on commence par calculer [Iσ′I](e1). La de´composition de
Bruhat-Iwahori, ainsi que la multiplication des cellules, montre que (Iσ′I)∩(σ−1PI) = ∅
a` moins que σ ∈ WPσ′−1. En particulier, [Iσ′I](e1) = aσ′eσ′−1 ou` aσ′ ∈ C∗ (car [Iσ′I] est
inversible dans l’alge`bre de Hecke-Iwahori).
La de´composition de Bruhat-Iwahori montre que si u ∈ ∆+, (IuI)∩ σ−1PI est vide a`
moins que σ ∈ WP , ce qui implique que e1 est propre sous l’action de A(p), de caracte`re
[IuI] 7→ (δ1/2ψ)(u)|(IuI ∩ PI)/I|. Quand ui = u, on peut calculer |(IuI ∩ PI)/I| =
|(Iu ∩ PI)/(Iu ∩ I)|, Iu := u−1Iu, on ve´rifie qu’il vaut z1/2(u).
Par les relations de Bernstein ([Rog3] §1, §5), on en de´duit que si l’on ordonne la
base des eσ, σ ∈ W (P ), par ordre croissant avec la longueur de σ, l’action de A(p)
est triangulaire supe´rieure. Toujours par les relations de Bernstein, on trouve alors les
caracte`res de l’e´nonce´ (voir par exemple [Che] §4.8.4 pour des de´tails supple´mentaires).

5.2.4. L’exemple qui nous inte´resse est le cas de la repre´sentation non ramifie´e X(ψ) :=
πnp (χ0) de´finie en 4.2.2, π
n
p (χ0) est l’induite du parabolique standard P de type (2, 1) du
caracte`re χ0(det(.))× 1. On trouve W (P ) = {1, (3, 2), (3, 2, 1)}. Si σ ∈ W (P ), le triplet
(ψσ(u1), ψ
σ(u2/u1), ψ
σ(u3/u2)) associe´ a` σ est alors explicitement donne´ par :
σ = 1, (1, χ⊥v1(p), χv1(p))
σ = (3, 2), (χ⊥v1(p), 1, χv1(p))
σ = (3, 2, 1), (χ⊥v1(p), χv1(p), 1)
6. De´formations des repre´sentations cristallines raffine´es
6.1. Raffinement d’une repre´sentation cristalline.
6.1.1. Soit F un corps local, V un F -espace vectoriel de dimension finie muni d’une
repre´sentation continue de Gal(Qp/Qp). Nous supposerons que V est cristalline, que ses
poids de Hodge-Tate k1 < ... < kn sont tous distincts et que les valeurs propres du
Frobe´nius de Dcris(V ) sont dans F (cf. 2.6 pour les conventions). Imitant Mazur ([Ma]),
on appellera raffinement de V la donne´e d’un ordre R := (ϕ1, ..., ϕn) ∈ F n sur les valeurs
propres du Frobe´nius de Dcris(V ). On notera (V,R) la repre´sentation V munie de son
raffinement R.
6.1.2. La donne´e d’un raffinement R de V nous permet de de´finir des Fi(R) := ϕi/pki ∈
F ∗ et des Ui(R) :=
∏i
j=1 Fj, 1 ≤ i ≤ n. La donne´e de tous les Fi(R), ou encore celle
des Ui(R), est bien sur e´quivalente a` celle de R. Notons que Fi(R) est encore une valeur
propre du Frobe´nius de Dcris(V (ki)), et Ui(R) en est une de celui de Λi(Dcris(V )) ≃
Dcris(Λ
i(V )). On rappelle que la formation de Dcris commute aux ope´rations tensorielles
sur les repre´sentations cristallines ([Fo2] 1.5.2, 5.1.2).
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6.1.3. Remarques : i) Si le polynoˆme caracte´ristique du Frobe´nius de Dcris(V ) a n =
dimF (V ) racines distinctes, alors V admet exactement n! raffinements. C’est la cas par
exemple si V est ordinaire (cf. [PR]). Dans ce cas, on dispose de plus d’un raffinement
canonique donne´ par |ϕi| = p−ki, appele´ raffinement ”ordinaire” (il ne nous sera pas utile
dans la suite).
ii) Un des inte´reˆts essentiels de la notion de raffinement dans ce texte vient de ce
que la the´orie des familles p-adiques de formes automorphes produit des de´formations
de repre´sentations cristallines raffine´es de Gal(Qp/Qp). Il faut bien noter que de telles
de´formations d’une meˆme repre´sentation V mais partant de raffinements distincts sont en
ge´ne´ral tre`s diffe´rentes (par exemple l’une peut eˆtre ge´ne´riquement irre´ductible, l’autre
non).
6.2. Raffinements et alge`bre d’Atkin-Lehner.
6.2.1. Par commodite´ d’exposition, nous nous restreignons a` U(3) plutoˆt qu’a` un groupe
unitaire quelconque, c’est de toutes fac¸ons suffisant pour les objectifs de ce texte. Soit
p un nombre premier de´compose´ dans E, ι : C → Qp un isomorphisme de corps, v1 la
place de E au dessus de p donne´e par E ⊂ C ι→ Qp, v2 l’autre place, p = v1v2. La donne´e
de v1 nous permet de plus d’identifier U(3)(Qp) a` GL3(Qp) comme en 4.2.2. Fixons Π
une repre´sentation automorphe irre´ductible de U(3) telle que Πp est non ramifie´e et
Π∞ = π(k1 ≥ k2 ≥ k3). Comme dans 5.2.1, Πp = X(ψ) pour un certain caracte`re non
ramifie´ ψ : T → C∗.
6.2.2. On a vu dans 3.2.2 que la donne´e de ι permet d’associer a` Π une repre´sentation
semi-simple continue ρp : Gal(E/E) → GL3(F ) = GLF (V ), V e´tant un espace vecto-
riel de dimension 3 sur un certain corps local F . On rappelle que Dvi est un groupe de
de´composition dans Gal(E/E) associe´ a` la place vi de E, et on note Vi la repre´sentation
continue de Gal(Qp/Qp) sur V obtenue par restriction de V a` Dvi . Puisque ρ
⊥
p ≃ ρp,
on sait que V2 ≃ V ⊥1 . De plus, par la proposition 3.3 §3.2, V1 est cristalline de poids de
Hodge-Tate −k1 − 1 < −k2 < −k3 + 1, et son Frobe´nius cristallin a meˆme polynoˆme
caracte´ristique (modulo ι) que l’image du Frobe´nius ge´ome´trique de W nrQp dans le L-
parame`tre de X(ψ), i.e
∏3
i=1(X − ι(ψi(p))). Nous allons donner une interpre´tation au-
tomorphe de certains raffinements de V1 en terme de Πp.
6.2.3. La semi-simplification de A(p) agissant sur ΠIp a e´te´ calcule´e en 5.2.2, c’est une
somme de caracte`res de A(p) de la forme δ1/2B ψσ, pour certains σ ∈ W . On dira que σ
est accessible pour Π si δ
1/2
B ψ
σ apparaˆıt, cela ne de´pend que de Πp, et il est e´quivalent
de demander qu’il existe un vecteur v ∈ ΠI sur lequel A(p) agisse par δ1/2B ψσ. Pour tout
σ ∈ W , le lemme 5.1 §5.2.2 montre que l’on construit un raffinement R(σ) de V1 en
posant
R(σ) := (ψσ(3)(p), ψσ(2)(p), ψσ(1)(p))
Un raffinement de V1 sera dit accessible s’il est de la forme R(σ) avec σ accessible
pour Π. Si Πp est irre´ductible, on a vu en 5.1 que tous les raffinements de V1 sont
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alors accessibles. Cela se produit en particulier quand Πp est tempe´re´e. Par contre, si
Π = π(χ0), les raffinements accessibles sont ceux donne´s dans 5.2.4. Dans ce cas pre´cis,
on remarque par exemple que V1 est ordinaire mais que le raffinement ordinaire n’est pas
accessible.
6.2.4. Soit s = (k1 ≥ k2 ≥ k3) ∈ Z3, notons νs le caracte`re ∆→ pZ sur le vecteur de plus
haut poids de V ∗s (Q) = V−s(Q). D’apre`s 6.2.2 et 2.3, si 1 ≤ i ≤ 3, (δ−1/2B νs)(ui/ui−1) est
une puissance de p d’exposant le iieme poids de Hodge-Tate (range´s par ordre croissant)
de V1. On pose
Usi :=
[IuiI]
νs(ui)
∈ A(p)
Avec ces notations, R(σ) est encore le raffinement de V1 de´fini par ses Ui(R(σ)) avec
la formule Ui(R(σ)) := (δ1/2B ψσ)(Usi ).
6.3. Variation de repre´sentations cristallines raffine´es, d’apre`s M.Kisin.
6.3.1. Soit F ⊂ Cp un corps local, X un F -affinoide re´duit d’anneau A(X), la norme
re´duite de A(X) en fait une alge`bre de Banach. Soit M := A(X)n, G un groupe
topologique, ρ : G −→ GL(M) une repre´sentation continue. Si F ⊂ E ⊂ Cp est un
sous-corps complet, x ∈ X(E), on note Mx := M ⊗A(X)E, A(X)→ E e´tant l’e´valuation
en x, et ρx : G→ GLn(E) = GLE(Mx).
6.3.2. Soit X un F -affinoide re´duit d’anneau A(X), on se donne
– a) κ = (κ1, ..., κn) : X −→ An, un F -morphisme analytique,
– b) Z ⊂ X(F ) un sous-ensemble Zariski-dense tel que κ(Z) ⊂ Z3,−−.
– c) M := A(X)n, et ρ : Gal(Qp/Qp) −→ GLA(X)(M) une repre´sentation continue,
– d) F1, ..., Fn ∈ A(X),
On suppose de plus que :
i) Pour tout re´el C > 0, {z ∈ Z, −δ(κ(z)) > C} est Zariski-dense dans X(F ),
ii) Pour tout x ∈ X(F ), κ(x) ∈ F n est l’ensemble des poids de Hodge-Tate-Sen de
Mz, range´s par ordre croissant si x ∈ Z,
iii) Pour tout z ∈ Z, Mz est cristalline,
iv) Si z ∈ Z, (pκ1(z)F1(z), ..., pκn(z)Fn(z)) est un raffinement de Mz ,
v) |Fi| est constant sur X ,
vi) Deux e´le´ments de κ(Z) diffe`rent d’un e´le´ment de (p− 1)Zn.
Faisons quelques remarques sur ces hypothe`ses. L’existence de κ satisfaisant ii) n’est
pas directement conse´quence des travaux de Sen ([Sen1], [Sen2]), a` cause de l’hypothe`se
”range´s par ordre croissant sur Z”. Nous ne savons pas dans quelle mesure l’existence
de Fi satisfaisant iv) est automatique (condition sur κ ?), cf. [Ki] a` ce sujet. Nous ne
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savons pas non plus si vi) est automatique. Dans la pratique (cf. §8), ces hypothe`ses
seront satisfaites et κ sera un morphisme fini sur son image, dominant restreint a` chaque
composante irre´ductible de X .
6.3.3. On se place sous les hypothe`ses a), b), c), ii), iii) et iv) de 6.3.2. On notera
A(X)(κi) le A(X)-module A(X) sur lequel on fait agir continument Gal(Qp/Qp) par le
compose´ du caracte`re cyclotomique par caracte`re suivant de Z∗p :
x→ (x/τ(x))κiτ(x)ni ∈ A(X)∗
ou` ni = κi(z) est un entier bien de´fini modulo (p − 1)Z inde´pendamment de z ∈ Z par
l’hypothe`se vi), τ : Z∗p → µp−1(Qp) la re´duction modulo p compose´e par le caracte`re de
Teichmu¨ller. Si z ∈ Z, A(X)(κi)z est un caracte`re cristallin de Gal(Qp/Qp).
Si N est un A(X)-module de libre type fini muni d’une repre´sentation continue de
Gal(Qp/Qp), on noteraN(κi) := N⊗A(X)A(X)(κi) vue comme repre´sentation de Gal(Qp/Qp).
On a donc de´fini les M(κi), leurs e´valuations en z ∈ Z sont cristallines de poids
(κ1(z)− κi(z), ..., κn(z)− κi(z)) ∈ Zn,−−.
6.3.4. On se place dans les hypothe`ses de 6.3.2 :
Proposition 6.1. Soit x ∈ X(F ), κ(x) = (k1, ..., kn) alors
Dcris((Λ
iVx)(k1 + ...+ ki))
ϕ=F1(x)···Fi(x) est non nul.
Si de plus les ki sont entiers, alors
Dcris(Λ
i(Vx))
ϕ=
∏i
j=1 p
kjFj(x) est non nul
Preuve : La seconde assertion de´coule de la premie`re. Soit i ∈ {1, ..., n} fixe´, on pose
N := Λi(M)(κ1) · · · (κi). Rappelons que, comme dit plus haut (6.1.2), la formation
de Dcris(V ) commute aux ope´rations tensorielles sur la cate´gorie des repre´sentations
cristallines. En particulier, si x ∈ Z, on en de´duit que Nx est cristalline, de plus pe-
tit poids de Hodge-Tate e´gal a` 0, et que
∏
j=1 Fj(x) est une racine de son Frobe´nius
cristallin. Remplac¸ant κ par (κJ1, ..., κJr), les Jj parcourant l’ensemble ordonne´ lexi-
cographiquement des r =
(
n
i
)
parties a` i e´le´ments de {1, ..., n}, κ(m1≤...≤mi) :=
∑i
j=1 κmj ,
les conditions i), ii), iii), iv) et v) sont satisfaites pour N a` la place de M .
En fait, seule la premie`re valeur propre va servir pour la suite. On est ramene´ a` prouver
la proposition pour M et i = 1, et on peut supposer que le premier poids de Hodge-Tate
des points dans Z est nul.
A partir de la`, on suit Kisin [Ki] 6.3. Par l’hypothe`se iv) et 5.14 il suffit donc de
ve´rifier les hypothe`ses de sa proposition 5.13. Dans ses notations M := M , I := Z, et si
z ∈ X(F ) est d’ide´al maximal mz, Rz := A/mz = F . Pour chaque entier positif k, on
de´finit Ik comme e´tant l’ensemble des points dans Z ayant leur second poids de Hodge-
Tate plus grand que k, et tels que v(F1(x)) < k. Ik est Zariski-dense dans X(Cp) par
i), il satisfait donc les conditions 2 et 3 de loc. cit. 5.13. Soit x ∈ Ik, par hypothe`se Mx
a pour plus petit poids de Hodge-Tate 0 et Dcris(Mx)
ϕ=F1(x) est non nul, il existe donc
une application Gal(Qp/Qp)-e´quivariante non nulle M
∗
x → (Fil0(Bcris) ⊗Qp F )ϕ=F1(x).
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Cette application ne se factorise pas par Filk(Bcris)⊗Qp F car par faible-admissibilite´ de
Dcris(Mx), Fil
k(Dcris(Mx))
ϕ=F1(x) est encore faiblement admissible, de plus petit poids
de Hodge-Tate k, mais v(F1(x)) < k par hypothe`se. On conclut mot a` mot comme dans
les 3 dernie`res lignes de la preuve de loc. cit. 6.4. 
Remarques : i) En ge´ne´ral, il est bien sur faux que sous les hypothe`ses de la proposition
6.1, Dcris(V (ki))
ϕ=Fi(x) est non nul si i > 1. La conside´ration d’une famille p-adique de
formes modulaires passant par une forme modulaire parabolique propre de niveau Γ0(p)
qui est p-nouvelle en donne un contre-exemple.
ii) Ce que l’on a fait pour les Λi vaut de meˆme aussi naturellement pour n’importe quel
foncteur de Schur de GL(n), c’est en fait une conse´quence de la proposition ci-dessus.
iii) Si n = 3, l’isomorphisme canonique V ∗ ⊗ det(V ) ≃ Λ2(V ) permet de reformuler
la proposition pour i = 2 en terme de V ∗. Elle montre alors que Dcris(V (k1))
ϕ=F1(x) et
Dcris(V
∗(−k3))ϕ=F3(x)−1 sont non nuls.
7. Extensions et pseudo-repre´sentations
7.1. Existences de re´seaux stables.
7.1.1. Soit K un corps de caracte´ristique 0, V = Kr, G un groupe, ρ : G→ GL(V ) une
repre´sentation semi-simple. Soit (ρ = ⊕ni=1ρi, V = ⊕ni=1Wi) la de´composition isotypique
de (ρ, V ) : pour chaque i, (Wi, ρi) est somme directe de ni copies d’une repre´sentation
irre´ductible (Vi, ρ
′
i), et ρ
′
i 6≃ ρ′j si i 6= j.
On dira que V satisfait la condition (ABS) si les ρ′i sont absolument irre´ductibles.
On suppose de`s maintenant et dans tout §7.1 que V satisfait (ABS). On fixe de plus
A un sous-anneau inte`gre noethe´rien de K tel que K = Frac(A) et tr(ρ(G)) ⊂ A.
7.1.2. Si B est un sous-anneau de K, on appelle B-re´seau de V un sous-B-module libre
Λ tel que K.Λ = V . Si V est une repre´sentation de G, on dit qu’un B-re´seau est stable
s’il est stable sous l’action de G.
Lemme 7.1. i) L’image de A[G] dans EndK(V ) est de type fini sur A.
ii) Si A est normal, tr(ρ′i(G)) ⊂ A.
iii) Si A est principal, Vi admet un A-re´seau stable.
iv) Plus ge´ne´ralement, si P ∈ Spec(A) tel que AP est de valuation discre`te, il existe
g ∈ A\P tel que Vi admet un Ag-re´seau stable.
v) Supposons de plus que A est soit une alge`bre affinoide, soit local complet, G un
groupe topologique, si T : G→ A est continue, alors les g → tr(ρ′i(g)) sont continus. De
plus, tout A-re´seau stable est une repre´sentation continue de G.
Preuve : Par la the´orie des modules semi-simples, l’image de K[G] dans End(V ) est
somme directe de ses images dans les End(Wi). De plus, l’image de K[G] dans End(Wi)
est l’action diagonale de End(Vi) dans End(Wi). En particulier, on dispose d’un ei ∈ K[G]
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tel que ρ(ei) est le projecteur G-e´quivariant sur Wi. Aussi,
∃f ∈ K∗, ∀g ∈ G, tr(ρi(g)) = tr(ρ(eig)) ∈ fA
On de´duit la meˆme assertion pour ρ′i, en remplac¸ant f par f/ni.
Soit i fixe´, d = dim(Vi), on fixe une base de Vi nous permettant de l’identifier a` K
d.
La repre´sentation ρ′i e´tant absolument irre´ductible, un the´ore`me de Wedderburn assure
l’existence de g1, ..., gd2 ∈ G, tels que les ρ′i(gk) engendrent End(Vi) comme K-espace
vectoriel. Ainsi,
M := ((tr(ρ′i(gkgl)))1≤k,l≤d2) ∈ GLd2(K)
Soit f ′ ∈ K∗ tel que M−1 et les ρ′i(gk) soient a` coefficients dans f ′A, alors pour tout
g ∈ G on a ρ′i(g) ∈ ff ′/niMd(A). Autrement dit,
(6) Ad ⊂ ρ′i(G).Ad ⊂ ff ′/niAd
En particulier, A[ρ′i(G)] s’injecte dans HomA(A
d, (ff ′/ni)A
d). Comme A est noethe´rien,
cela prouve i). De plus, si A est principal, (6) montre que A[ρ′i(G)].A
d est un re´seau stable,
cela montre iii). On en de´duit ii) car un anneau normal est intersection d’anneaux de
valuation discre`te. iv) est une conse´quence de ii) et i).
La premie`re assertion de v) de´coule de nitr(ρ
′
i(g)) = tr(ρ(eig)), prouvons la seconde.
Si Λ est un re´seau stable de V , il suffit de ve´rifier que ψ : G→ EndA(Λ) est continue, car
alors g 7→ ψ(g)−1 = ψ(g−1) le sera aussi. On rappelle que si A est affinoide ([BGR] 3.7.3)
ou local complet, tout A-module de type fini a une topologie canonique et que toute
application A-line´aire entre deux tels modules est continue et ferme´e. Par i), on peut
trouver g1, ..., gs ∈ G engendrant M := A[ρ(G)], on munit M de la topologie discute´e
ci-dessus. Il suffit de montrer que ψ∗ : G → M est continue. Par semi-simplicite´ de V
comme G-repre´sentation, l’application ψ∗∗ : G→ As, g → (tr(gig)), induit une injection
A-line´aire M → As, ne´cessairement continue et ferme´e. La continuite´ de ψ∗∗ conclut. 
7.2. Repre´sentations attache´es aux pseudo-caracte`res.
7.2.1. Soit G un groupe, A un anneau commutatif, on rappelle qu’une fonction T :
G −→ A est un pseudo-caracte`re sur G, de dimension n ∈ N, a` coefficients dans A si
∀g, h ∈ G, T (gh) = T (hg)
∀g = (g1, ..., gn+1) ∈ Gn+1,
∑
σ=c1...cr∈Sn+1
ǫ(σ)
r∏
i=1
f(ci(g)) = 0
n est le plus petit entier ayant la proprie´te´ ci-dessus
Ici σ = c1...cr est la de´composition en cycles de σ, et si c = (j1, ..., js) est un cycle
c(g) =
∏s
i=1 gji, cf. [Tay] §1, [Rou] §2.
La trace d’une repre´sentation ρ : G→ GLn(A) est en particulier un pseudo-caracte`re
sur G, a` coefficients dans A (cf. loc. cit.) ; il est de dimension n si A est inte`gre de
caracte´ristique 0 (cf. [Rou] 2.4). On discute de l’assertion re´ciproque dans les paragraphes
qui suivent.
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7.2.2. Si A = F est un corps, il est connu que quitte a` faire une extension se´parable
finie de F , T est la trace d’une repre´sentation semi-simple G → GLn(F ), unique a`
isomorphisme pre`s, satisfaisant la proprie´te´ (ABS) de 7.1.1 (voir [Tay] §1 the´ore`me 1,
[Rou] 4.2 dans cette ge´ne´ralite´). On dira que T est absolument irre´ductible si cette
repre´sentation l’est.
Soient F un corps, B ⊂ F un sous-anneau, ρ : G→ GLn(F ) une repre´sentation de G,
on suppose de plus que tr(ρ(G)) ⊂ B, la discussion ci-dessus implique imme´diatement
le :
Corollaire 7.1. Sous ces hypothe`ses, si m est un ide´al maximal de B de corps re´siduel k
de caracte´ristique 0, alors la re´duction modulom de tr(ρ) est la trace d’une repre´sentation
semi-simple
ρssm : G→ GLn(k)
ρssm est unique a` isomorphisme pre`s, de´finie sur une extension finie de k.
Notons qu’il est clair que si ρ(G) ⊂ GLn(B), cela a un sens de re´duire ρ modulo m, et
qu’alors ρssm est la semi-simplification de cette re´duction. Dans le cas ou` B = A(X) est
une alge`bre affinoide, x ∈ X , m l’ide´al maximal de B de´fini par x, on notera aussi ρssx
pour ρssm.
7.2.3. Supposons A quelconque, mais que pour tout m ∈ Specmax(A), la re´duction
modulo m de T , Tm : G → A/m est absolument irre´ductible. Quitte a` remplacer A par
une extension e´tale finie, il est encore vrai que T est la trace d’une unique repre´sentation
G→ GLn(A) ([Rou] 5.1).
Supposons finalement que A est inte`gre, que T : G → Frac(A) de´duit de T soit
absolument irre´ductible, mais que les Tm ne sont pas tous absolument irre´ductibles. On
ne peut plus alors attacher canoniquement de repre´sentation a` T mais, au moins sous
certaines hypothe`ses de´veloppe´es plus bas, un ensemble de repre´sentations non toutes
isomorphes en ge´ne´ral. Pour nos applications, le cas inte´ressant sera celui ou` A est une
alge`bre affinoide inte`gre de dimension 1.
Lemme 7.2. Soient F un corps local, X un F -affinoide inte`gre de dimension 1, et
T : G→ A(X) un pseudo-caracte`re de dimension n, il existe :
i) Un F -affinoide Y re´gulier inte`gre, de dimension 1, fini et surjectif sur X,
ii) Une repre´sentation semi-simple ρK(Y ) : G → GLn(K(Y )) de trace T , satisfaisant
(ABS).
Preuve : En conside´rant la compose´e T : G → A(X) → K(X), §7.2.2 assure que
T est la trace d’une repre´sentation semi-simple G → GLn(L) satisfaisant (ABS) (cf.
7.1.1), pour une extension finie L/K(X). Soit A′ la normalisation de A dans L, c’est un
anneau de Dedekind car A est inte`gre noethe´rien de dimension 1. D’apre`s [BGR] 6.1.2,
proposition 4, A′ est une F -alge`bre affinoide finie sur A, on l’e´crit A(Y ), en particulier
L = K(Y ). Ceci prouve i) et ii). 
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7.2.4. Soit Y un F -affinoide inte`gre de dimension 1, y ∈ Y (F ) un point re´gulier, G
un groupe et T : G → A(Y ) un pseudo-caracte`re qui est la trace d’une repre´sentation
semi-simple G → GLn(K(Y )) satisfaisant (ABS). D’apre`s 7.1 iv), K(Y )n a un A(Y )g
re´seau stable Λ0, pour g ∈ A(Y ) ne s’annulant pas en y.
On note O l’anneau local rigide de A(Y ) en y, c’est un anneau de valuation discre`te
(voir [BGR] 7.3.2 proposition 8), on pose L := Frac(O). OΛ0 est un O-re´seau de Ln :=
K(Y )⊗K(Y )Ln stable parG. On supposera que l’anneau local alge´brique en y est principal
d’ide´al maximal engendre´ par z ∈ A(Y ), on peut toujours faire cette hypothe`se quitte a`
re´tre´cir Y .
Soient Ω1 et Ω2 deux ouverts affinoides de Y contenant y, Λi un A(Ω)i-re´seau stable
de Ln pour i = 1, 2. On dira que Λ1 et Λ2 sont e´quivalents s’il existe Ω3 ⊂ Ω1 ∩ Ω2 un
ouvert affinoide de Y contenant x tel qu’il existe r ∈ Z ve´rifiant
zrA(Ω3)Λ1 = A(Ω3)Λ2 ⊂ Ln
On note S ′ l’ensemble des classes pour cette relation d’e´quivalence, [Λi] ∈ S la classe du
A(Ωi)-re´seau stable Λi.
Lemme 7.3. – S et S ′ sont non vides,
– L’application S ′ −→ S, [Λ] 7→ [OΛ] est une bijection,
– Si s = [Λ] ∈ S ′, les repre´sentations de G sur les F -espaces vectoriels Λ/zΛ et
(OΛ)/z(OΛ) sont isomorphes.
Cette dernie`re classe d’isomorphisme ne de´pend pas du choix de Λ tel que s = [Λ], on
l’appelle la repre´sentation re´siduelle de s.
Preuve : On a de´ja` montre´ le premier point. L’application de l’e´nonce´ est clairement
bien de´finie. Montrons l’injectivite´. Avec les notations du paragraphe ci-dessus, sup-
posons que OΛ1 = zpOΛ2, p ∈ N. On peut supposer p = 0. Si ei1, ..., ein une A(Ωi)-base
de Λi, on note M ∈ GLn(O) la matrice des e1 dans la base des e2. On peut trou-
ver Ω3 ⊂ Ω1 ∩ Ω2 un affinoide de Y contenant x tel que M ∈ GLn(A(Ω3)). Alors
A(Ω3)Λ1 = A(Ω3)Λ2.
Pour la surjectivite´, conside´rons Λ un O-re´seau stable par G quelconque dans Ln. On
sait que l’image C de A(Y )[G] dans EndK(Y )(K(Y )
n) ⊂ EndLLn est de type fini sur
A(Y ) par le lemme 7.1 i). C est de plus trivialement un sous-A(Y )-module de EndO(Λ).
On choisit m1,...,mr une famille A(Y )-ge´ne´ratrice de C, ainsi que e1,...,en une O-base
du O-re´seau Λ. On peut trouver un voisinage affinoide Ω de x dans Y tel que l’ensemble
de tous les mi soient a` coefficients dans A(Ω) dans la base des ei. ⊕ni=1A(Ω)ei est alors
A(Ω)-re´seau stable de Ln qui convient.
Les autres assertions sont imme´diates. 
On rappelle que pour tout affinoide Y re´duit, A(Y ) est canoniquement norme´ par sa
norme du sup. Conservant les hypothe`ses de tout ce paragraphe, supposant de plus que
G est un groupe topologique et que T : G → A(Y ) est continue, alors pour tout A(Ω)-
re´seau stable comme plus haut, le lemme 7.1 v) montre que la repre´sentation de´duite
G→ GLn(A(Ω)) est continue. En corollaire du lemme 7.3, on obtient alors le
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Corollaire 7.2. Si T : G → A(Y ) est continue, alors pour tout O-re´seau stable Λ de
Ln, la repre´sentation re´siduelle de G sur Λ/zΛ est continue.
7.3. Variante d’un lemme de Ribet. Soit A un anneau de valuation discre`te, K son
corps des fractions, m un ide´al maximal de A, et k = A/m. Soit G un groupe, τ un
automorphisme de K. Pour ρ une repre´sentation de G sur un espace V de dimension
finie sur K, et Λ un A-re´seau stable (dans la suite nous dirons simplement un re´seau
stable), on note ρ¯Λ la repre´sentation sur Λ/mΛ ≃ kn. Par le the´ore`me de Brauer-Nesbitt
([CR, 30.16]), ρ¯ssΛ ne de´pend pas du re´seau stable Λ (s’il en existe un), on la note ρ¯
ss.
Pour ρ une repre´sentation sur K ou k on note ρ⊥ la repre´sentation g 7→ ρ(τ(g))∗.
Proposition 7.1. Soit ρ une repre´sentation de G de dimension n sur K admettant un
re´seau stable. On suppose que ρ ≃ ρ⊥ est absolument irre´ductible et que ρ¯ss ≃ φ⊕ φ⊥ ⊕
ψ ou` φ, φ⊥ et ψ sont trois repre´sentations absolument irre´ductibles deux a` deux non
isomorphes.
Alors :
a. Soit il existe un re´seau stable Λ, tel que ρ¯Λ admette un sous-quotient r de di-
mension 2, ve´rifiant r ≃ r⊥ et tel que r est une extension non triviale de φ⊥ par
φ.
b. Soit il existe un re´seau stable Λ, tel que ρ¯Λ ≃ ρ¯⊥Λ , ρ¯λ admet une unique sous-
repre´sentation r de dimension 2 et un unique sous-quotient r′ de dimension 2,
avec r extension non triviale de ψ par φ, r′ extension non triviale de φ⊥ par ψ,
et r′ ≃ r⊥.
7.3.1. Pour prouver la proposition, notons d’abord qu’on peut supposer que A est un
anneau de valuation discre`te complet, ce que l’on fait. En effet, si A′ est le comple´te´ de
A en m, K ′ le corps des fractions de A′, A′ est de valuation discre`te complet de corps
re´siduel k. L’extension ρ′ de ρ a` K ′ ve´rifie encore toutes les hypothe`ses du the´ore`me. Si
Λ′ est un A′-re´seau stable, Λ = Λ′ ∩ V est un A-re´seau stable de V , et ρΛ ≃ ρ′Λ′, si bien
que la conclusion du the´ore`me pour K ′ entraˆıne la conclusion pour K.
7.3.2. Nous prouverons la proposition en utilisant le dictionnaire de [Bel2] et [Be-Gr].
Rappelons quelques notions et re´sultats utiles de ces articles, auquel nous renvoyons au
lecteur pour de plus amples de´tails.
Soit X l’immeuble de Bruhat-tits de PGLn(K), X l’ensemble de ses sommets. Soit S
la partie de X fixe par ρ(G), S = S∩X . D’apre`s [Be-Gr, prop. 4.1.1] et [Bel2, prop. 2.4.1
et 3.3.2], S est contenue dans un sous-appartement A de dimension 2 (car ρ¯ss est sans
multiplicite´, et a trois facteurs de Jordan-Ho¨lder), clos ([Bel2, prop. 3.1.3]), borne´ (car
ρ est irre´ductible, [Bel2, prop 3.2.1]), et les points de S (qui sont donc en nombre fini)
correspondent aux classes d’homothe´ties de re´seaux stables par ρ ([Bel2, prop. 3.1.2]).
Pour x ∈ S on note ρ¯x une re´duction ρ¯Λ pour Λ un repre´sentant de x, ce qui est bien
de´finie a` isomorphisme pre`s.
L’ensemble S est un polygone dans l’appartement A (un plan), dont les sommets sont
des sommets de A et les coˆte´s des re´unions d’areˆtes de A ([Be-Gr, 2.1]).
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A` S on peut attacher, comme en [Be-Gr, 2.1.2] un graphe oriente´ d’ensemble de som-
mets {φ, φ⊥, ψ}, d’ensemble d’areˆtes A ⊂ ({φ, φ⊥, ψ}2 − ∆) (∆ la diagonale) connexe
en tant que graphe oriente´, muni d’une bijection c de A sur les coˆte´s de S, ve´rifiant les
proprie´te´s suivantes
i) Pour tout areˆte a = (u, v) ∈ A il existe une extension ra non triviale de v par u,
et pour x ∈ c(a)∩S, ra apparaˆıt comme sous-quotient de ρ¯x. Re´ciproquement, si
x ∈ S, et si ρ¯x contient comme sous-quotient une extension triviale de v par u,
alors x est sur c(u, v). ([Be-Gr, prop. 4.2.1])
ii) Si a et a′ sont deux areˆtes de A non oppose´es l’une de l’autre, les coˆte´s c(a) et
c(a′) du polygone S se coupent en un sommet. ([Be-Gr, prop. 2.2.4])
7.3.3. Par hypothe`se, il existe un isomorphisme de K-espaces vectoriels φ de V dans
V ∗ tel que
∀g ∈ G, ρ(τ(g)) = ϕ−1ρ∗(g)ϕ.(7)
Si Λ est un re´seau de V , on note Λ∗ le re´seau dual dans V ∗. L’application Λ 7→ Λ∗
passe au quotient et de´finit une bijection naturelle b entre l’ensemble des sommets de
l’immeuble X de PGL(V ) et celui de l’immeuble X∗ de PGL(V ∗), qui s’e´tend en un
morphisme d’immeubles de X dans X ∗. Il est clair que si S∗ de´signe la partie de X ∗
stable par ρ∗, on a
S∗ = b(S).
Par ailleurs l’application ϕ induit un isomorphisme d’immeubles ϕ∗ de X dans X ∗. On
de´duit imme´diatement de (7) que
ϕ∗(S) = S
∗.
L’isomorphisme t := b−1ϕ∗ de X laisse donc stables S et S. Si x ∈ S, ϕ induit par
passage au quotient un isomorphsime
ρ¯⊥x ≃ ρ¯t(x).(8)
7.3.4. Terminons la preuve. Comme le graphe (V,A) est connexe en tant que graphe
oriente´, il y a un chemin qui va de φ a` φ⊥. Il y a donc deux possibilite´s :
Soit (φ, φ⊥) ∈ A, dans ce cas c(φ, φ⊥) est un coˆte´ de S, et pour x ∈ c(φ, φ⊥) ∩ S, ρ¯x
contient comme sous-quotient r(φ,φ⊥) qui est une extension non triviale de φ
⊥ par φ. De
plus, t envoie coˆte´ de S sur coˆte´ de S, et par (8), les points x du coˆte´ t(c(φ, φ⊥)) sont
tels que ρx admette comme sous quotient r
⊥
φ,φ⊥ qui est encore une extension non triviale
de φ⊥ par φ. On en de´duit d’apre`s 7.3.2 i) que t(c(φ, φ⊥)) = c(φ, φ⊥) et donc, d’apre`s (8)
que r⊥(φ,φ⊥) ≃ r(φ,φ⊥), ce qui montre qu’on est dans le cas a. de la proposition.
Soit (φ, ψ) et (ψ, φ⊥) sont des areˆtes de A. Par 7.3.2 ii), c(φ, ψ) et c(ψ, φ⊥) se coupent
en un sommet x. Par un raisonnement semblable a` celui ci-dessus, t(c(φ, ψ)) = c(ψ, φ⊥)
et t(c(ψ, φ⊥)) = c(ψ, φ), d’ou` t(x) = x. La re´duction ρ¯x ve´rifie donc ρ¯x ≃ ρ¯⊥x , et on est
dans le cas b. de la proposition.
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8. De´formation p-adique de χ⊕ 1⊕ χ⊥
8.1. Notations pour les espaces de formes automorphes.
8.1.1. On fixe encore p = v1v2 de´compose´ dans E, N un entier premier a` p, ainsi qu’un
isomorphisme de corps ι : C→ Qp, Cp le comple´te´ de Qp.
La donne´e de v1 nous permet d’identifier canoniquement U(3)(Qp) a` GL3(Qp) comme
dans 4.2.1. Soit Kf un compact ouvert de U(3)(Af), de´compose´ place par place, e´gal a` un
compact maximal hyperspe´cial aux places ne divisant pas pNdisc(K), et a` un compact
tre`s spe´cial aux places divisant disc(K) mais pas pN , et a` l’Iwahori I de GL3(Qp) en p.
On fixe une repre´sentation irre´ductible complexe lisse J de Kf de´finie sur Q ⊂ C,
triviale restreinte aux places ne divisant pas N . J est de dimension finie, ι nous permet
de la voir a` coefficients dans un corps local fixe´ F0 et de conside´rer J(F ) pour chaque
F0 ⊂ F ⊂ Cp comme e´tant une F -repre´sentation lisse de Kf . On note B l’espace des
fonctions complexes lisses sur U(3)(Q)\U(3)(A), vu comme repre´sentation de U(3)(A)
par translation a` droite.
8.1.2. Si w = (k1 ≥ k2 ≥ k3) ∈ Z3, l’espace des formes automorphes pour U(3) de
”poids automorphes” w et de type (Kf , J) est le C-espace vectoriel
Sw(Kf , J,C) := HomU(3)(R)×Kf (Vw(C)⊗C J,B)
On note H l’anneau engendre´ par l’alge`bre de Hecke globale (sur Z) hors de pN et par
l’alge`bre d’Atkin-Lehner A(p) en p. H est commutatif, et on notera HA := H⊗ZA, pour
tout anneau A. Sw(Kf , J,C) est de manie`re naturelle un module sur HC. Si V est un
A[(I∆+I)Kf ]-module, on notera H
0(V ) le HA-module des fonctions
U(3)(Q)\U(3)(Af)→ V, telles que ∀x ∈ U(3)(Af), ∀u ∈ Kf , u.f(xu) = f(x)
C’est une ve´rification classique que la donne´e de ι permet de voir H0(V−w(F0)⊗F0J∗(F0))
comme une F0-structure de Sw(Kf , J,C), et ce comme HF0-module. On pose7
Sclw := H
0(V−w(F0)⊗F0 J∗(F0))
8.1.3. Par la finitude du nombre de classes ([Bor] 5.1), U(3)(Af) s’e´crit comme re´union
finie
U(3)(Af) =
h∐
i=1
U(3)(Q)xiKf
de plus Γi := xiU(3)(Q)x
−1
i ∩ Kf est un groupe fini car compact discret. Pour un
A[I∆+I,Kf ]-module V , l’application A-line´aire
ϕV : H
0(V )→ ⊕hi=1V Γi, f → (f(x1), ..., f(xh))
est un isomorphisme A-line´aire fonctoriel en V . On de´duit que sur les Q-espaces vecto-
riels, V 7→ H0(V ) est exact et commute a` l’extension des scalaires en A.
7Noter le −w dans la de´finition
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Enfin, on en de´duit aussi que Sclw est de dimension finie sur F0. De plus, si V est
norme´ par |.| tel que Kf y agisse par automorphismes continus de norme 1, H0(V ) est
naturellement norme´ par
|f | := Supx∈U(3)(Af )|f(x)| = Suphi=1|f(xi)|
8.2. Familles p-adiques type´es pour U(3).
8.2.1. Soit w = (k1 ≥ k2 ≥ k3) ∈ Z3, α = (α1, α2, α3) ∈ (Q≥0)3, on note Scl,αw le plus
grand sous-HQp-module de Sclw⊗F0 Qp sur lequel Uwi ∈ A(p) (cf. 6.2.4), 1 ≤ i ≤ 3, n’a que
des valeurs propres de valuation αi. On dira que w est α-re´gulier si δ(w) > α1 + α2 − 1.
Si r ∈]0, 1]∩Q, x ∈ C3p, on note B(x, r) la boule ferme´e de C3p de centre x de rayon r.
8.2.2. Fixons f ∈ Sclw ⊗F0 Qp une forme propre pour H.
Proposition 8.1. Il existe un corps local F , r ∈ |F | ∩ [0, 1[, X un F -affinoide re´duit,
π : X → B(w, r) un F -morphisme fini, a : H → A(X)0 et xf ∈ X(F ) tels que :
i) Si 1 ≤ i ≤ 3, l’application
π−1(Z3 ∩B(w, r)(F )) −→ Q≥0, x 7→ v(a(Upi(x)i )(x))
est constante, disons e´gale a` αi. On pose α = (α1, α2, α3).
ii) Si w′ ∈ B(w, r) ∩ (w + (p− 1)Z3) est α-re´gulier, l’application
X(Cp) −→ Hom(H,Cp), x 7→ (χx : h 7→ a(h)(x))
induit une bijection entre π−1(w′) et l’ensemble des caracte`res de H dans Scl,αw′ compte´s
sans multiplicite´s.
iii) χxf est le caracte`re de H sur f .
iv) L’image de H dans A(X)0 est d’adhe´rence compacte.
v) La restriction de π a chaque composante irre´ductible de X est surjective sur B(w, r).
Cette proprie´te´ est de plus encore ve´rifie´e pour le changement de base de π a` tout ferme´
irre´ductible de B(w, r).
vi) π−1(B(w, r)(Qp))(Cp) ⊂ X(F ).
Preuve : C’est essentiellement une conse´quence des techniques de [Che], a` ceci pre`s
que nous expliquons ici comment ge´rer la pre´sence du type J , et le fait que le niveau
n’est pas ne´cessairement net (cf. 4.1. loc. cit.).
Soit B := B(0, 1)/Qp d’alge`bre affinoide A(B) := Qp < T1, T2, T3 >. On conside`re le
A(B)-module de Banach orthonormalisable note´ S(τ−k3 ,τ−k2 ,τ−k1)(1) dans [Che], §3.6. M
est en particulier un A(B)[I∆+I]-module (loc. cit. 3.6.2), I agissant par endomorphismes
de norme 1. Nous ne prendrons pas exactement la meˆme parame´trisation des poids que
dans [Che] (voir loc. cit. §2.3), nous choisissons ici l’unique telle que les spe´cialisations
Mw′ en w
′ ∈ Z3,+ ⊂ B(Qp) contiennent V−w′(Qp)⊗Qp τw′−w comme repre´sentation de I
(cf. remarques 3.7.2, loc. cit. pour la notation τw). En particulier, Mw contient V−w(Qp)
comme sous-repre´sentation de I∆+I.
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On fixe une norme sur J(F0) et on de´finit le A(B)-module de Banach des formes
p-adiques pour U(3), de type J , comme e´tant
S := H0(M ⊗Qp J∗(F0))
L’application ϕS montre que S ≃ (M ⊗Qp J∗(F0))Γi est un A(B)-isomorphisme. S est
donc un A(B)-module de Banach satisfaisant la condition (Pr) de [Bu] §2, on a donc bien
une the´orie des se´ries caracte´ristiques pour ses endomorphismes compacts (voir [Col] A,
[Bu] §2).
Si U est l’ope´rateur de Hecke agissant sur S donne´ par la double classe Idiag(1, p, p2)I,
alors U est A(B)-line´aire compact ([Che] 3.6.2). Il faut remarquer de plus que si w′ ∈
w + (p − 1)Z3,+, Sw′ ⊃ Sclw′, et U|Scl
w′
co¨ıncide alors avec Uw1 U
w
2 U
w
3 . On pose g(T ) :=
det(1− TU|S) ∈ 1 + TA(B){{T}}, c’est une fonction analytique sur B × A1.
On fixe F ⊃ F0 un corps local contenant les valeurs propres λi des Uwi sur f , on
note αi := v(λi), α3 = 0. Utilisant [Che] 5.4, il est aise´ de voir que pour un certain
r ∈ [0, 1[∩|F |, g se restreint en une fonction analytique sur B(w, r)×A1 qui se factorise
de la forme g|A(B(w,r)) = PS, avec P ∈ 1 + TA(B(w, r))[T ], S ∈ 1 + TA(B(w, r)){{T}},
(S, T ) = 1 et tels que ∀x ∈ B(w, r)(F ), Px a toutes ses racines de valuation −α1 − α2,
et Sx n’en a pas.
On applique a` la donne´e ci-dessus la construction des varie´te´s de Hecke locales faite en
§6.2 loc. cit. On de´coupe tout d’abord un sous-HB(w,r)-module N de SB(w,r), localement
libre de rang fini sur A(B(w, r)), sur lequel det(1−TU) = Q. Quitte a` diminuer r, on peut
remplacer N par un facteur direct N ′ ayant la proprie´te´ que ∀x ∈ B(w, r′)(F ), det(1−
T [Idiag(1, 1, p)I]|N ′x) a exactement pour racines celles de det(1 − T [Idiag(1, 1, p)I]|Nx)
qui sont de valuation −α1. On de´finit alors X comme l’affinoide d’alge`bre l’image de
HB(w,r) dans EndA(B(w,r))(N ′). Si X n’est pas re´duit, on le remplace par sa nilre´duction.
On dispose alors de X → B(w, r), a et xf comme dans l’e´nonce´ de la proposition 8.1
satisfaisant i), ii) et iii). Il faut noter que la proposition de 4.7.1 loc. cit. (”classicite´ des
formes de poids re´gulier”) est encore ve´rifie´e pour nos espaces de formes type´es, la preuve
e´tant rigoureusement analogue.
Quitte a` remplacer F par une extension finie, vi) vient de ce qu’il n’existe qu’un
nombre fini d’extensions de Qp de degre´ donne´. La premie`re partie de la condition v)
provient de 6.4.2. loc. cit. La seconde se rame`ne a` la premie`re en utilisant le lemme 6.2.5
loc. cit. (bien qu’il soit e´nonce´ avec un ide´al m maximal, une modification imme´diate de
sa preuve marche pour tout ide´al m).
Enfin pour iv), on note que si 0 < r′ < r ∈ |F |, alors B(w, r′) →֒ B(w, r) est
compacte sur les alge`bres affinoides, ainsi donc que A(X)→ A(X)⊗̂A(B(w,r))A(B(w, r′)).
On conclut car a(H) ⊂ A(X)0 et l’image d’un borne´ par une application compacte entre
espaces de Banach sur un corps local est d’adhe´rence compacte. 
8.2.3. Un point de X(F ) sera dit classique si π(x) ∈ w + (p− 1)Z3,+ et si le caracte`re
χx de H qui lui correspond par le ii) de la proposition 8.1 est re´alise´ dans Sclpi(x) ⊗F0 F .
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Les points classiques sont Zariski-denses dans X(Cp) par v), i), ii) ci-dessus ainsi que le
lemme 6.4.7 de [Che].
8.3. Pseudo-caracte`res galoisiens.
8.3.1. On se replace dans les hypothe`ses du paragraphe pre´ce´dent. Fixons x ∈ X(F ) un
point classique, et f ∈ Sclpi(x)⊗F0F un vecteur de caracte`re χx sous H. On peut conside´rer
un constituant irre´ductible Π de la repre´sentation automorphe de U(3) engendre´e par
f , Πl est alors de´termine´e par χ pour tout l premier ne divisant pas N . En particulier,
la repre´sentation galoisienne p-adique continue semi-simple associe´e a` Π dans 3.2.2, que
nous noterons disons V (x), ne de´pend que de x et pas du Π choisi, par le the´ore`me de
Cebotarev. Soit T (x) : Gal(E/E)→ F la trace de cette repre´sentation, elle est continue
et la de´termine.
Si T : E → A(X) est une application d’un ensemble E a` valeur dans A(X), x ∈ X(F ),
on notera Tx la composition de T par l’e´valuation en x. On renvoie en 7.2.1 pour les
ge´ne´ralite´s sur les pseudo-caracte`res.
Corollaire 8.1. Il existe un unique pseudo-caracte`re continu de dimension 3,
T : Gal(E/E)Np → A(X)
tel que pour tout x ∈ X(F ) classique, Tx = T (x). Il satisfait ∀g ∈ G, T (τgτ) = T (g−1).
Preuve : On de´finit tout d’abord T sur certaines classes de conjugaisons de Frobe´nius.
Soit l = v1v2 un nombre premier totalement de´compose´ dans E comme en 4.2.1, on
suppose que (l, Np) = 1, on pose alors
T (Frobv1) := l
−1a([GL3(Zl)diag(1, 1, l)GL3(Zl)])(x)
T (Frobv2) := l
−1a([GL3(Zl)diag(l
−1, 1, 1)GL3(Zl)])(x)
Pour voir que c’est bien de´fini, X e´tant re´duit, il suffit de le ve´rifier sur les points
classiques x ∈ X(F ), auquel cas c’est juste T (x)(Frobvi). Par le the´ore`me de Cebotarev,
la condition iv) de 8.1, et la continuite´ de T (x) si x est classique, il vient que T se prolonge
d’une unique fac¸on sur Gal(E/E)Np en une application continue K-value´e. Le fait que
c’est un pseudo-caracte`re, l’assertion d’unicite´, ainsi que T (τgτ) = T (g−1), de´coulent
par Zariski-densite´ (X e´tant re´duit) en se ramenant aux re´sultats analogues pour les Tx
avec x classiques qui sont connus. 
8.3.2. Nous aurons besoin d’un dernier fait :
Proposition 8.2. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout x ∈ X(F ) classique,
si δ(π(x)) > C alors V (x) est cristalline. En particulier ces points sont Zariski-dense.
Preuve : Soit x ∈ X(F ) classique, on choisit f ∈ Sclpi(x)⊗F0F comme en §8.3.1, ainsi que
Π. On sait que Πp est engendre´e par ses I-invariants, c’est donc un sous-quotient d’une
induite comple`te du Borel IndB(ψ) pour un certain ψ comme dans 5.2.1. Pour voir que
V (x) est cristalline il suffit de montrer que Πp est non ramifie´e d’apre`s 3.3, ou mieux que
IndB(ψ) est irre´ductible. Or on sait que ceci se produit de`s que ∀i 6= j, ψi(p)/ψj(p) 6= p
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([Z] 4.2). Il se trouve que si πi(x) = (k1, k2, k3), (a1, a2, a3) := (−k1 − 1,−k2,−k3 + 1)
alors §6.2.4 montre que
paiι(ψi(p)) =
χx(U
pi(x)
i )
χx(U
pi(x)
i−1 )
La proposition 8.1 i) conclut l’existence de C. La seconde assertion s’en de´duit a` la
manie`re de 8.2.3 
8.4. De´formations de χ⊕ 1⊕ χ⊥.
8.4.1. On reprend les notations de 8.2.1, avec N := cond(χ0), Kf =
∏
Kl ou` :
– Si est l premier a` pcond(χ0), Kl est le sous-groupe de´fini en 4.2.3, 4.3.2, 4.3.3
selon que l est de´compose´, inerte ou ramifie´,
– Si l divise cond(χ0), Kl est le sous-groupe KJ(l) de´fini en 4.2, J := ⊗l|N (J(l)⊗
χ0 ◦ det) ou` J(l) est la repre´sentation de KJ(l) de´finie aussi en 4.2.
On reconside`re la repre´sentation automorphe π(χ0) de U(3), et on fixe dans tout ce qui
suit σ ∈ {1, (2, 3), (1, 3, 2)} accessible pour π(χ0) (cf. §6.2.3). On pose w := (k−12 , k−12 , 1) ∈
Z3,+. On peut choisir un f 6= 0 ∈ π(χ0)I ∩ (Sclw ⊗F0 Qp) propre pour H, de caracte`re sous
A(p) correspondant a` σ comme dans 6.2.3. On applique alors 8.1 a` ce f , puis 8.1 et 8.3.2
aux conclusions de 8.1, ce qui nous fournit un corps local F , un F -affinoideX , xf ∈ X(F ),
B(w, r) ⊂ A3, un morphisme F -affinoide fini π : X → B(w, r), un pseudo-caracte`re T ,
des Fi et C > 0 comme dans ces propositions.
8.4.2. Il sera commode de raisonner en terme des poids de Hodge-Tate des V (x) plutoˆt
que de leurs ”poids automorphes” π(x). On de´finit a` cet effet (cf. §6.2.2) κ : X →
B(κ(w), r) comme e´tant la compose´e de π avec (x, y, z)→ (−x − 1,−y,−z + 1). Ainsi,
si x ∈ X(F ) est classique, V (x) est de Hodge-Tate de poids κ(x). On pose
κ0 := κ(w) = (−k + 1
2
,−k − 1
2
, 0)
8.4.3. Quitte a` prendre une extension finie de F , comme le pre´cisera sa preuve, on a la
Proposition 8.3. Il existe :
a) Un F -affinoide Y inte`gre re´gulier de dimension 1, y0 ∈ Y (F ),
b) Une repre´sentation continue semi-simple
ρK(Y ) : Gal(E/E)Np → GL3(K(Y ))
satisfaisant (ABS), ρ⊥K(Y ) ≃ ρK(Y ) et tr(ρK(Y )(Gal(E/E))) ⊂ A(Y ),
c) Un F -morphisme
κ = (κ1, κ2, κ3) : Y −→ A3, κ3 := 0, κ(y0) = κ0,
d) Une partie Z ⊂ Y (F ) telle que κ(Z) ⊂ κ0 + (p− 1)Z3,−−,
e) Des fonctions F1, F2 et F3 dans A(Y ), chacune de valuation constante sur Y (Cp),
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le tout satisfaisant aux proprie´te´s suivantes :
i) Pour tout ouvert affinoide Ω de Y contenant y, la fonction
x ∈ Z 7→ −δ(κ(x)) ∈ N
est non majore´ sur Z ∩ Ω, d’image incluse dans N≥Max(C,k). En particulier, Z ∩ Ω est
Zariski-dense dans Ω,
ii) Si z ∈ Z ∪ {y0}, ρssz := ρssK(Y ),z (cf. 7.1) est la repre´sentation galoisienne attache´e
a` une repre´sentation automorphe Π irre´ductible de U(3) telle que HomKf (J,Π) 6= 0,
iii) ρssy0 ≃ 1⊕ χp ⊕ χ⊥p .
iv) Si z ∈ Z ∪ {y0}, (ρssz )|Dv1 est cristalline de poids de Hodge-Tate κ(z). Elle est
raffine´e par
(pκ1(z)F1(z), p
κ2(z)F2(z), p
κ3(z)F3(z))
v) Ce raffinement est R(σ) en y0.
Preuve : Soit B ⊂ B(κ0, r) ⊂ A3, le ferme´ affinoide de B(κ0, r) de´fini par x3 = 0, et
x2 = 2x1 +
k−3
2
. κ0 ∈ B(F ). On pose :
Z := {z ∈ B(F ) ∩ (κ0 + (p− 1)Z3,−−), −δ(z) > Max(C, k, α1 + α2 − 1)}
Le choix de B, assez arbitraire, est tel que les fonctions x2−x1 et −x2 sont non borne´es
sur U ∩ Z pour tout U ouvert affinoide de B contenant κ0.
On conside`re XB := X ×B(κ0,r) B, c’est un F -affinoide de dimension 1, xf ∈ XB(F ).
Le morphisme de´duit par extension des scalaires κB : XB → B est encore fini, surjectif
restreint a` chaque composante irre´ductible de XB d’apre`s 8.1 v). On choisit alors X
′ une
composante irre´ductible (re´duite) de dimension 1 de XB contenant xf .
Le pseudo-caracte`re T peut eˆtre vu a` valeur dans A(X ′), par composition A(X) →
A(XB)→ A(X ′), et on peut appliquer le lemme 7.2 a` la donne´e de A(X ′) et T . Il nous
fournit un F -affinoide inte`gre Y , re´gulier de dimension 1, muni d’un morphisme fini et
surjectif h : Y → X ′, ainsi qu’une repre´sentation semi-simple ρ : G → GL3(K(Y )) de
trace T , satisfaisant (ABS). Quitte a` remplacer F par une extension finie, on peut choisir
y ∈ Y (F ) tel que h(y) = x. Notant que T (g−1) = T (τ.g.τ) d’apre`s 8.1, on a prouve´ a) et
b).
On de´finit κ comme e´tant la compose´e Y
h→ X ′ →֒ XB κB→ B. Notons que κ : Y → B
est plat, car c’est le cas des extensions finies d’anneaux de Dedekind. Cela prouve c). On
pose Z := κ−1(Z), il satisfait d) par 8.4.2 et i) par choix de Z et platitude de κ. X ′ e´tant
un ferme´ de X , on peut y restreindre les Fi de 8.4.1, et les de´finir sur Y en les composant
au morphisme h : Y → X ′. Ce sont ces derniers que l’on choisit pour e), l’assertion sur
les valuations des Fi est de´ja` satisfaite sur X par construction (cf. 8.1).
Soit z ∈ Z ∪ {y0}, ρssK(Y ),z est la repre´sentation semi-simple de Gal(E/E)Np de trace
Tz = Th(z) (cf. 7.1, 8.1). Par choix de Z et 8.1 iii), h(z) ∈ X(F ) est un point classique, et
l’assertion ii) de´coule donc de 8.3.1 et 8.1. On de´duit alors iii) de ii), 8.1 iii) et du choix
de f dans 8.4.1.
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La premie`re assertion de iv) est alors une conse´quence de ii), 6.2.2, 8.4.2, ainsi que
8.3.2 et le fait que −δ(κ(z)) > C par i). La seconde assertion, ainsi que v), de´coulent de
6.2.3 et 6.1.2. 
Remarques : On rappelle que toute la construction ci-dessus de´pend du choix initial
du σ ∈ S3 accessible pour π(χ0). Ceci fait, le second choix re´ellement effectue´ dans la
construction ci-dessus est celui de la composante irre´ductible X ′ de X ′B passant par xf .
Il semble difficile d’e´valuer le nombre de composantes irre´ductibles de X (ou de XB)
au voisinage de x. En ce qui concerne ce texte, chaque choix de composante permet de
conclure dans la section 9.
9. Construction de l’extension
On reprend les notations de la proposition 8.3, ou` l’on a fixe´ σ = (2, 3).
9.1. Irre´ductibilite´ ge´ne´rique.
Proposition 9.1. ρK(Y ) est absolument irre´ductible.
Preuve : D’apre`s 8.3 b), ρK(Y ) ve´rifie la proprie´te´ (ABS) (voir 7.1.1). Il suffit donc de
montrer que ρK(Y ) est irre´ductible. Supposons par l’absurde que ρK(Y ) ≃ ρ1,K(Y )⊕ρ2,K(Y ),
ρi,K(Y ) e´tant une K(Y )-repre´sentation de G de dimension 6= 0. Le lemme 7.1 ii) montre
que tr(πi(G)) ⊂ A(Y ), car A(Y ) est re´gulier d’apre`s 8.3 a). Soit z ∈ Z, l’e´valuation en
z de tr(ρ(g))) = tr(ρ1(g)) + tr(ρ2(g)), g ∈ Gal(E/E)Np a un sens et montre que ρssz est
re´ductible (cf. 7.1). Nous allons montrer que c’est absurde par notre choix du raffinement.
D’apre`s 8.3 e), v(Fi(.)) : X(F ) → Q, x 7→ v(Fi(x)) est constante, on la note αi. En
e´valuant en y0, 8.3 iv), v) ainsi que 5.2.4 applique´ a` (3, 2) montrent que :
(α1, α2, α3) = (1,
k − 1
2
,−k + 1
2
)
Notons qu’avec ce choix, ∀i, j ∈ {1, 2, 3}, αi 6= 0 et αi + αj 6= 0. De plus, si i 6= j,
|αi| < k et |αi + αj | < k.
D’apre`s 8.3 iv), ρssz est cristalline de poids de Hodge-Tate ki := κi(z), avec k1 < k2 <
k3, et les valeurs propres de son Frobe´nius cristallin ont pour valuation k1 + α1, k2 + α2
et k3 + α3. Par le the´ore`me A de [CF], pour voir que ρ
ss
z est irre´ductible, il suffit de voir
que D := Dcris(ρ
ss
z ) n’admet pas de sous-module filtre´ faiblement admissible. Si D
′ est
un tel sous-module de rang 1, alors par faible admissibilite´ tH(D
′) = tN(D
′) (cf. loc. cit.)
entraˆıne ki = kj + αj pour un couple (i, j). Mais par 8.3 i), |ki − kj| > k, les ine´galite´s
sur les αi entraˆınent donc i = j puis αi = 0, ce qui est absurde. De meˆme, si D
′ est un
sous-module filtre´ faiblement admissible de rang 2 de D, on arrive a` une contradiction
en re´solvant ki′ + kj′ = ki + kj + αi + αj . 
Remarques : Une le´ge`re modification de la preuve montrerait qu’en fait ρK(Y )|Dv1
est
irre´ductible. Notons de plus que l’argument d’irre´ductibilite´ e´tant local en p, il n’utilise
pas le fait que les repre´sentations galoisiennes attache´es aux repre´sentations automorphes
stables tempe´re´es sont globalement irre´ductibles, mais simplement 3.3. Le point cle´ est
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que nous disposons d’un σ accessible tel que le raffinement R(σ) est aussi e´loigne´ que
possible du raffinement ordinaire au point y0.
9.2. L’inertie aux places ne divisant pas p.
9.2.1. Nous allons pre´ciser l’action de l’inertie aux places de E ne divisant pas p. Pour
e´noncer commode´ment nos re´sultats, on introduit
ρ′K(Y ) := ρK(Y ) ⊗F (χ⊥p )−1.
Proposition 9.2. Soit w une place de E au-dessus de l 6= p. Alors
– Si w ne divise pas cond(χ0), ρK(Y ) et ρ
′
K(Y ) sont non ramifie´es en w.
– Si w divise cond(χ0), on a
dimK(Y )(ρ
′
K(Y ))
Iw = 2.
Le reste de la sous-section est consacre´ a la preuve de cette proposition. D’apre`s 8.3 a),
b) et 7.1 iv) applique´ en l’ide´al maximal de y0, on peut trouver g ∈ A(Y ) avec g(y0) 6= 0,
tel que ρK(Y ) admette un A(Y )g-re´seau stable. On note ρ la repre´sentation de G de´finie
par ce re´seau, S l’ensemble fini des ze´ros de g, et pour y ∈ Y \S, ρy la re´duction de ρ en
y.
Remarquons que ρy est bien de´finie a` isomorphisme pre`s, et non plus seulement a`
semi-simplification pre`s. De plus, ρK(Y ) e´tant semi-simple, ρz l’est aussi pour un sous-
ensemble infini de Z∩ (Y \S), que l’on note Z ′. Enfin, si z ∈ Z ′, alors ρssz ≃ ρz est par 8.3
ii) la repre´sentation galoisienne attache´e a` une repre´sentation automorphe note´e Π(z) de
U(3), comme en 8.3.1.
9.2.2. Le cas w ne divisant pas cond(χ0). Il suffit de montrer que les ρz sont non ramifie´es
pour z ∈ Z ′. Par construction (cf. 8.4.1), Π(z) a un vecteur fixe par le compact maximal
Kl. Si l est non ramifie´ dans E,Kl est hyperspe´cial (4.2.3, 4.3.2) et Π(z) est non ramifie´, si
bien que la repre´sentation galoisienne ρz associe´e l’est aussi, d’apres la proprie´te´ 3 §3.2.2.
Si l est ramifie´, Kl est tre`s spe´cial (4.3.3), si bien que d’apre`s [La] p.88, le changement de
base πE est non ramifie´, et on en de´duit encore que ρz est non ramifie´e, cette fois d’apre`s
la proposition 3.1.
9.2.3. Le cas w divisant cond(χ0). Par construction (cf. 8.4.1), on a
HomKJ(l)(J(l), (Π(z)⊗ (χ0 ◦ det)−1)l) 6= 0
D’apre`s 4.2, il existe un sous-groupe ouvert I ′w de Iw tel que pour tout z ∈ Z ′ on a
ρ′z(I
′
w) = 1. On en tire ρ
′
K(Y )(I
′
w) = 1.
Notons que pour de´montrer la proposition, il suffit de le faire apre`s une extension finie
deK(Y ). Mais il existe une extension finie F ′/F telle que la repre´sentation ρ′K(Y )|Iw
, qui se
factorise par le groupe fini Iw/I
′
w, soit de´finie sur F
′. Autrement dit, si L est une extension
compose´e de K(Y ) et F ′ et ρ′L := ρ
′
K(Y ) ⊗K(Y ) L, alors ρ′L|Iw est isomorphe a` θ ⊗F ′ L,
ou` θ est une repre´sentation de Iw sur F
′ triviale sur I ′w. Comme θ est ne´cessairement
semi-simple, on en de´duit par e´valuation des traces en y0 que (ρ
′
|Iw
)ssy0 ≃ θ. En particulier,
θ ≃ 1⊕ 1⊕ ((χ⊥p )−1)|Iw d’apre`s 8.3 point iii). La proposition en de´coule.
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9.3. Application des me´thodes a` la Ribet et Kisin. Dans ce paragraphe on tire
les fruits de la variante du lemme de Ribet de´montre´ dans la proposition 7.1, et la
proposition 6.1 ”a` la Kisin”. Introduisons encore quelques notations : on pose
u := χ⊥(Frobv1)
Notons alors qu’on a χ(Frobv1) = up
−1. NotonsDcris,v1 le foncteurDcris,v1(V ) := Dcris(V|Dv1 ),
qui est exact a` gauche. L’action du Frobenius cristallin ϕ sur les droites Dcris,v1(χ
⊥
p ),
Dcris,v1(χp) et Dcris,v1(1) est la multiplication respectivement par u, up
−1 et 1 (cf. §2.6).
Ces trois nombres sont deux a` deux distincts, puisque leur valuations (respectivement
−(k − 1)/2, −(k + 1)/2 et 0) le sont.
Proposition 9.3. Il existe une repre´sentation continue ρ¯ : Gal(E/E)→ GL3(F ) ve´rifiant
i. Pour toute place w de E ne divisant pas p on a
dimF (ρ¯⊗ (χ⊥p )−1)Iw ≥ 2 si w|disc(χ0)(9)
dimF (ρ¯⊗ (χ⊥p )−1)Iw = 3 si w 6 |disc(χ0)(10)
ii. Dcris,v1(ρ¯)
φ=u est non nul.
iii. On a ρ¯ss ≃ χp ⊕ χ⊥p ⊕ 1. Une des deux assertions suivantes est vraie :
a. Soit ρ¯ admet un sous-quotient r de dimension 2, ve´rifiant r ≃ r⊥ et tel que
r est une extension non triviale de χ⊥p par χp.
b. Soit ρ¯ ≃ ρ¯⊥, ρ¯ admet une unique sous-repre´sentation r1 de dimension 2 et
un unique sous-quotient r2 de dimension 2, avec r1 extension non triviale de
1 par χp, r2 extension non triviale de χ
⊥
p par 1, et r1 ≃ r2⊥.
Preuve : Notons O l’anneau local rigide de Y en y0, L le corps des fractions de cet
anneau, et ρL := ρK(Y ) ⊗K(Y ) L. L’anneau O est de valuation discre`te, de corps re´siduel
F . Le repre´sentation ρL est irre´ductible d’apre`s la proposition 9.1
D’apre`s la proposition 8.3 ii), ρl
ss est la somme de trois caracte`res, χp, χ
⊥
p et 1. Ces
trois caracte`res sont deux a` deux distincts (ils n’ont pas les meˆmes poids) et on est donc
en mesure d’appliquer la proposition 7.1 a` ρL. Cette proposition affirme pre´cise´ment
l’existence d’un O-re´seau Λ ⊂ L3 stable par ρL, tel que la repre´sentation re´duite associe´e
ρ¯ := ρLΛ ve´rifie soit la condition iii.a soit la condition iii.b de 9.3. O e´tant de valuation
discre`te, il re´sulte imme´diatement de la proposition 9.2 que ρ¯ ve´rifie la proprie´te´ ii.
Nous allons montrer que ρ¯ ve´rifie ii. Le lemme 7.3 applique´ a` ρL a y0 et a` la classe
d’homothe´ties s du re´seau Λ donne l’existence d’un ouvert affinoide Ω ⊂ Y contenant y0,
telle que la repre´sentation ρL admet un A(Ω)-re´seau stableM ; notant ρ la repre´sentation
Gal(E/E)→ GL(M), le lemme 7.3 assure que ρy0 ≃ ρ¯. ρ¯ est continue d’apre`s le corollaire
7.2.
Nous allons maintenant appliquer la proposition 6.1 a` la donne´e de ρ|Dv1 : Dv1 →
GL3(A(Ω)), de κ|Ω et des Fi|Ω (cf. §6.3.2). On choisit pour ensemble ”Z” loc. cit. l’ensem-
ble Z ∩ Ω auquel on enle`ve le sous-ensemble des z tels que ρz n’est pas semi-simple. Ce
dernier est fini car ρK(Ω) est semi-simple. La proposition 8.3 assure que les hypothe`ses i)
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a` vi) de 6.3.2 de la proposition 6.1 sont ve´rifie´es, iii) par notre choix de Z. On voit donc
que
Dcris,v1(ρy0)
φ=F1(y0)κ1(y0) est non nul,
ou` κ1 et F1 sont ceux donne´s par la proposition 8.3. D’apre`s les points iv) et v) de
8.3, pκ1(y0)F1(y0) est la premie`re valeur propre du raffinement R((3, 2)) de ρy0 |Dv1 , donc
d’apre`s 5.2.4, pκ1(y0)F (y0) = χ
⊥(p) = u, ce qui prouve ii. .
9.4. E´limination du cas a. Nous voulons montrer, par l’absurde, que l’on n’est pas
dans le cas iii. a. de la proposition pre´ce´dente. On se place donc dans ce cas. La
repre´sentation ρ¯ admet comme sous-quotient une extension non triviale r de χ⊥p par
χp. Par conse´quent, ρ¯
′ := ρ¯ ⊗ (χ⊥p )−1 contient comme sous-quotient r′ := r ⊗ (χ⊥p )−1,
extension non triviale de F (la repre´sentation triviale sur F ) par F (1) (le caracte`re
cyclotomique sur F ).
Lemme 9.1. La repre´sentation r′ est cristalline en v1 et en v2.
Preuve : Il suffit de le prouver pour r, car χ⊥p est cristallin en v1 et v2, χ
⊥ e´tant non
ramifie´ en ces places. De plus, comme r ≃ r⊥, il suffit de le prouver en v1. Comme Dcris,v1
est exact a` gauche, ainsi que le foncteur V 7→ Dcris,v1(V )φ=u, on voit que
dimF Dcris,v1(ρ¯)
φ=u ≤ dimF Dcris,v1(r)φ=u + dimF Dcris,v1(1)φ=u.
Comme Dcris,v1(1)
φ=u = 0 car u 6= 1, il re´sulte de i. que Dcris,v1(r)φ=u est non nul.
Utilisant encore que Dcris,v1 est exact a` gauche il vient
Dcris,v1(χp) ⊂ Dcris,v1(r)
et il y a donc dans Dcris,v1(r) deux droites sur lesquelles ϕ agit par u et par up
−1 ce
qui implique qu’elles sont distinctes. On en de´duit que dimF Dcris,v1(r) = 2, i.e. r est
cristalline en v1. 
Lemme 9.2. La repre´sentation r′ est non ramifie´e en toutes les places w ne divisant
pas p.
Preuve : Si w ne divise pas cond(χ0), ρ¯
′ est non ramifie´e en w d’apre`s ii., et r′ non
plus.
Si w divise cond(χ0), l’exactitude a` gauche du foncteur des invariants sous Iw donne
dimF (ρ¯
′)Iw ≤ dimF r′Iw + dimF ((χ⊥p )−1)Iw
Comme ((χ⊥p )
−1)Iw = 0, il de´coule de i. que r′ est non ramifie´. .
L’existence de r′ est alors en contradiction avec le lemme bien connu suivant,
Lemme 9.3. Soit E est un corps quadratique imaginaire, F/Qp un corps local, alors il
n’existe pas d’extension non triviale de repre´sentations continues de Gal(E/E) de F par
F (1) qui soit non ramifie´e hors de p et cristalline en les places divisant p.
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Preuve : La the´orie de Kummer entraine que la dimension sur F du groupe de ces
extensions est e´gale au rang de O∗E (voir par exemple [Rulivre], proposition 1.6.4). Ce
dernier groupe est fini si E est quadratique imaginaire. 
Remarque 9.1. Dans le lemme pre´ce´dent, il est essentiel que les extensions conside´re´es
soient non ramifie´es (resp. cristallines) a` toutes les places. Si on relaˆche la condition
a` une place quelconque, de telles extensions non triviales existent. Par ailleurs il est
essentiel que le corps de base E soit quadratique imaginaire. Pour tout autre corps,
a` part Q, l’e´nonce´ pre´ce´dent serait mis en de´faut : on construirait par la the´orie de
Kummer une extension non triviale, en partant d’une unite´ de E qui n’est pas racine de
1. En fait, l’e´nonce´ pre´ce´dent correspond, par les conjectures de Bloch-Kato, au fait que
la fonction ζ du corps E ne s’annule pas en s = 0. Comme on le sait, ceci n’est vrai
que pour E quadratique imaginaire ou Q. C’est ici, et ici seulement a` part la formule
de multiplicite´ 4.1, que l’on utilise dans ce papier l’hypothe`se que E est quadratique
imaginaire. Tout le reste marcherait tout aussi bien en travaillant avec E/F extension
CM , et le groupe unitaire U(3) compact a` toutes les places a` l’infini sur F . Dans ce
cadre, la preuve de 4.1 montre que l’analogue de la repre´sentation automorphe π(χ0)
existe si et seulement si ε = (−1)dimQ F . En particulier, si dimF est pair, on peut avoir
L(χ0, 1/2) 6= 0, et on ne s’attend alors pas a` ce qu’une extension de χp par 1 cristalline
existe. On voit que dans ce cas, c’est un e´le´ment non trivial de H1f (E,Qp(1)) qu’aurait
construit notre me´thode.
9.5. Fin de la preuve. On est donc dans le cas b. de la proposition.
Lemme 9.4. r1 et r2 sont cristallines en v1 et en v2.
Preuve : Comme r1 ≃ r⊥2 , la cristallinite´ de r1 en v2 (resp. v1) e´quivaut a` celle de r2
en v1 (resp. v2). Il suffit donc de prouver que r1 et r2 sont cristallines en v1.
En ce qui concerne r1, extension non triviale de 1 par χp, on observe que les poids de
Hodge-Tate en v1 de χp et 1 sont respectivement −(k + 1)/2 et 0, avec −(k + 1)/2 ≤
−2 = 0−2. Une telle extension est automatiquement cristalline d’apre`s [FP] proposition
3.1.
Conside´rons la repre´sentation r2, pour laquelle le meˆme argument de poids ne marche
plus. Cependant la cristallinite´ de r2 en v1 se montre exactement comme celle de r dans
le lemme 9.1, a` l’aide du point i. .
La repre´sentation r1 fournit une extension de 1 par χp, non triviale, qui a bonne
re´duction aux deux places divisant p d’apre`s le lemme pre´ce´dent. Comme χp n’est pas
le caracte`re cyclotomique, une telle extension a automatiquement bonne re´duction (voir
l’introduction) aux places ne divisant pas p : cf. par exemple [Rulivre, lemme 1.3.5]. Ceci
prouve le the´ore`me 1.1.
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